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Vorwort.

Die vorliegende Arbeit verdankt ihre Entstehung dem Wunsche, die logisch - begrifflichen
Grundlagen der Mathematik eines der interessantesten Vilker des Altertums zu untersuchen.
Kap. I ist in erster Linie diesem Thema gewidmet. Von der gewonnenen Einstellung aus beschif-
tigt sich dann Kap. II mit dem bisher wohl am meisten umstrittenen Problem der #gyptischen
Mathematik : der Bruchrechnung. — Uber die Gesamtrichtung und Ergebnisse der Arbeit berichtet
die Einleitung.

Ich méchte nicht versiumen, Herrn Prof. Courant und Prof. Sethe fiir ihre immer hilfs-
bereite Anteilnahme an den Schicksalen dieser Arbeit meinen aufrichtigsten Dank zum Ausdruck
zu bringen. Herrn Prof. Sethe verdanke ich insbesondere eine Reihe wertvoller Bemerknngen
und Berichtigungen in édgyptologischen Dingen. Ferner gilt mein Dank der Leitung der Géttinger
Universitdtshibliothek, die durch das Entgegenkommen, mit dem sie mir ihre Einrichtungen
zur Verfiigung stellte, meine Arbeit wesentlich geférdert hat. Die GroBziigigkeit des Verlages
J. Springer hat schlieflich das Erscheinen dieser Schrift iiberhaupt erst ermiglicht.

Gottingen, 6. August 1926. 0. Neugebauer.
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» 108 ist eben Mathematik auch eine Wissenschaft,
die von Menschen belrieben wird, und jede
Zeit, sowie jedes Volk hat nur Finen Geist.

H Hankel, Tibingen 1869.

Einleitung.

Nicht nur die griechische Wissenschaft ist dem Zauber erlegen, den eine tausendjihrige Ver-
gangenheit iiber alles figyptische Denken gebreitet hatte; auch die moderne Wissenschaft hat erst
allmiihlich lernen miissen, ,vorurteilslos“ an die Dinge heranzutreten und sie so zu verstehen, wie sie
geworden sind. Neben die Forderung, nicht alle Phasen eines Prozesses wie Gleichzeitiges und fiir
unser Verstindnis Gleichwertiges zu betrachten, tritt die andere; sich soweit als irgend méglich davor
zu hiiten, uns gelinfige moderne Begriffe und Anschauungen auf antike Verhiltnisse kritiklos zu iiber-
tragen. So selbstverstindlich diese beiden Forderungen zu sein scheinen, so schwierig hatten und
haben sie es, sich durchzusetzen. Auch in Untersuchungen iiber die Mathematik der Agypter ist
oft genug gegen sie verstofien worden; ich brauche etwa nur auf die willkiirlichen Konstruktionen
von M. Cantor oder Hultsch hinzuweisen. Kritik und Sorgfalt der Historiker der Mathematik haben
es in diesem Punkte nicht vermocht, mit der gleichzeitigen philologischen Arbeit Schritt zu halten.

Auch die Mathematik der letzten Jahrhunderte hat eine grofe Wandlung erfahren; ihre
,Arithmetisierung® hat grofie Fortschritte gemacht und die Untersuchungen iiber ihre logischen Grund-
lagen sind in ein entscheidendes Stadium getreten. Beide Richtungen haben den Blick dafiir geschiirft,
den begrifflichen Kern mathematischer Sitze und Operationen heranszuschiilen. Es ist klar, daf auch
die Geschichte gerade der Anfinge der Mathematik danach streben muf, das Verhiltnis zu erkennen,
in dem die Begriffe, die in der gegebenen geschichtlichen Entwicklung die urspriinglichen sind, zu
jenen Begriffen stehen, die nach modernen Anschauungen diesen Platz in rein logischer Hinsicht ein-
nehmen miifiten. In dem Vergleich dieser durch eine mehrtausendjihrige wechselvolle Entwicklung
getrennten Gedankenreihen liegt ein groBer Reiz, um so mehr als sich trotz allen Wechselspiels
zwischen Ausbildung klarer Begriffe und Uberwucherung durch algorithmischen Schematismus doch
auch hier wieder die Macht logischer Notwendigkeit offenbart.

Es war mein Bestreben, beide Tendenzen, sowohl die der historischen wie der mathematischen
Wissenschaften, soweit es in meinen Kriiften stand, hier zur Geltung zu bringen.

Das wichtigste prinzipielle Ergebnis der vorliegenden Arbeit ist die Einsicht in die aus-
schlieflich additive Grundlage der igyptischen Mathematik, welche der gesamten weiteren Ent-
wicklung ihr spezifisches Geprige gibt'). Fiir das Verstindnis der #gyptischen Mathematik ist

1) Ich muf betonen, daB ich sebr wohl weiB, daB sich der Ausdruck ,additiv¥, wie ich iln im Folgenden gebrauche,
nicht mit absoluter Schiirfe umgrenzen liBt und dabei ein gewisses gefilhlsmiiBiges Moment eine Rolle spielt. Wollte ich
diesen Begriff mit Hilfe moderner Terminologie in etwas iibertriebener Hirte herausarbeiten, so konnte ich sagen: ,additiv¥
heifit ausschlieBliche Beschriinkung auf die additive Gruppe der ganzen Zahlen. Es ist also 1 das einzige erzeugende
Element dieser Gruppe, withrend z B. 2 durch 1 4+ 1 definiert ist und nur als abgeleitetes Element anzusehen ist. Ob-
wohl sich selbst eine so extreme DBetrachtungsweise in weitem MaBe durchfithren lieBe, will ich es doch vermeiden,
historisch Gewordenes zu dogmatisieren; ich muB allerdings dafir in Kauf nehmen, daB meine Ausdrucksweise einen ge-
wissen Spielraum liiBt, der erst dadurch auszufiillen ist, daf man sich mit dem gesamten Charakter der aegyptischen
Mathematik innerlich vertraut macht.

1



2 Einleitung.

diese Eigentiimlichkeit von grifiter Bedeutung. Der additive Charakter, herstammend von dem ur-
spriinglichen Zihlen, ist wohl das Kennzeichen der primitiven Mathematik eines jeden Volkes; aber
gerade beim Agypter kommt noch eine Eigenschaft hinzu, die uns auf allen Gebieten seiner Kultar
immer wieder entgegentritt: er bewahrt, auch in der Weiterentwicklung und schlieBlichen Um-
gestaltung einer urspriinglichen Schépfung, mit grifiter Zihigkeit ihre Rudimente, er scheut sich
mit Vergangenem kurzer Hand zu brechen; lieber wird in mehr oder minder erkennbarer Weise
angestiickelt als nen gebaut. So wird uns in Agypten jene Beziehung zur einfachsten Operation,
zur Addition, auch in einem schon viel weiter fortgeschrittenen Stadium nicht verlassen und sich
als die innere Ursache der grofien Umstidndlichkeit des dgyptischen Rechnens erweisen. Die moderne
Gliederung dgyptischer Mathematik nach ,Rechnungsarten“ und Disziplinen wird damit hinfillig,
withrend die Mannigfaltigkeit der #gyptischen Terminologie nun verstindlich ist: Bei der inneren
Einheitlichkeit aller mathematischen Methoden kann die Bezeichnung nicht wie bei uns an diese an-
kniipfen, sondern richtet sich vielmehr nach dem speziellen iuflerlichen Charakter des Problems,
eine Tendenz, die natiirlich durch die wesentlich praktische Einstellung des Agyptertums nur noch
verstirkt wird.

Nach Feststellung dieser Grundlagen wird es notwendig sein, in der oben gekennzeichneten
Richtung die weitere Entwicklung zu verfolgen. Insbesondere beabsichtige ich in einer anschliefenden
Arbeit das weitere Material des mathematischen Papyrus Rhind und der iibrigen Quellen zu verwerten.




Erstes Kapitel

Die begrifflichen Grundlagen der agyptischen Mathematik.

Der Zweck dieses Kapitels soll es sein, die Grundlagen klarzulegen, auf denen sich das ganze
System der dgyptischen Mathematik aufbaut, und zwar soll es sich dabei nicht etwa um die Dar-
stellung bestimmter rechnerischer Methoden, wie sie zur Behandlung gegebener Probleme angewandt
werden, handeln, sondern vielmehr darum, zu untersuchen, welches die allgemeine Einstellung
mathemathischen Fragen gegeniiber ist, aus der heraus sich erst weiterhin der Aufbau der speziellen
Methode ergibt,

Ich will im groflen und ganzen darauf verzichten, in diesem Kapitel explizite Beispiele zur
Stiitze der vorgetragenen Anschauungen beizubringen. Das ganze zweite Kapitel dieser Arbeit,
das sich mit der Bruchrechnung, dem in jeder Hinsicht wichtigsten Teile der éigyptischen Mathematik,
beschiftigt, wird diese Liicke von selbst ausfiillen. Die in Kapitel II vorgenommene Untersuchung
ist iiberhaupt nur miglich, wenn einmal der in Kapitel I dargelegte Standpunkt den Grundlagen
der Hgyptischen Denkweise gegeniiber gewonnen ist. Und die innere Geschlossenheit der in
Kapitel IT gewonnenen konkreten Ergebnisse mufl dann wieder riickwirkend zur Sicherung und Ver-
tiefung der allgemeinen Anschauungen iiber das Wesen der dgyptischen Mathematik dienen.

§ 1. Die ganzen Zahlen.

Das dgyptische Ziffernsystem ist bekanntlich ein dezimales. Zur Bezeichnung der Einheit
dient der einzelne Strich') (1); jede weitere Potenz von 10 (wie hoch damit gegangen wird, ist zu
verschiedenen Zeiten verschieden) wird durch ein neues Zeichen ausgedriickt. Innerhalb jeder einzelnen
Stufe herrscht das Prinzip, das entsprechende Zeichen so oft zu wiederholen, als es der zugehirige
Koeffizient in der dekadischen Entwicklung angibt; die so entstehenden Zeichengruppen werden
dann durch einfaches Nebeneinanderstellen in absteigender Reihe additiv verkniipft®). Auf Einzel-
heiten einzugehen ist hier iiberfliissiz, um so mehr als dieses ganze Gebiet eine ausfiihrliche und
erschopfende Darstellung in dem Buche von Sethe ,Von Zahlen und Zahlworten“ gefunden hat?).

Es kann wohl keinem Zweifel unterliegen, daf die Darstellung der niedrigsten ganzen Zahlen
durch die Schrift d. h. die einfache Aneinanderreihung von Strichen (Marken) das unmittelbare Ab-

1) Gewdohnlich vertikal gestellt; in ilterer Zeit aber auch horizontal (vgl. Erman [1], § 240). Ich erwihne dies nur,
weil an dhnliche Vorkommnisse in Babylonien und China etwas weitgehende Hypothesen gekniipft worden sind. (Smith-
Karpinski [1], S. 28 f.)

2) Beispiel: 1025 wird 1 R IIIII geschrieben, — Die auf rein graphischer Basis sich vollziehende Umbildung der

hieroglyphischen Zeichen in der kursiven Schrift kommt natirlich fiir das Folgende nicht in Betracht.

3) Vgl. das Literaturverzeichnis am Schluf, Sethe [1].
1*



4 Kap. 1. Die begrifflichen Grundlagen der fgyptischen Mathematik.

bild des Zi#hlens ist'). Das Hinzuftigen neuer Zeichen beim Fortschreiten zu grifieren Zahlwerten,
entsprechend dem schrittweisen , Weiterziihlen um 1¢, muf aber ans Griinden der Ubersichtlichkeit
sehr bald ein Ende finden?); man bedarf der Ruhepunkte beim Zihlen®). Von der Anzahl der
Finger ausgehend, verlegen die ,dezimalen“ Systeme diese Ciisur in die Zahl 10, die nun, auch in
der Schrift, zur neuen Einheit wird, mit der nach dem alten Prinzip weiter verfahren werden kann.
Mit dieser vollen Ausbhildung eines (etwa dekadischen) Systems ist der erste grofie Fortschritt in
der praktischen Handhabung der Zahlzeichen getan. Fiir unser modernes Gefiihl scheint damit auch
bereits ein multiplikatives KElement in die Zahlbezeichnung hineingetragen zu sein. Daf dies,
wenigstens in der Schrift, nicht der Fall ist, zeigt sich aber schon daran, daf einerseits in jeder
einzelnen Griflengruppe die alte ,additive Schreibweise“ der einfachen Zeichenwiederholung an-
gewandt wird, und dafl andrerseits die Aneinanderfiigung der einzelnen Gruppen ebenso selbst-
verstéindlich als Addition aufgefafit wird, wie es beim Nebeneinanderschreiben der einzelnen Zeichen
geschieht, Es ist eben nach wie vor die naturgemife direkte Schreibung durch ,Aufweisung®, wie
man sie in Ubertragung eines Hilbert'schen Terminus auch nemnen kinnte, nur vereinfacht durch
den technischen Kunstgriff der Verwendung neuer Zeichen.

Mit diesem additivem Charakter im schriftlichen Ausdruck der Zahlen scheint die Sprache,
ja selbst gewisse Schreibungen hiherer Zahlwerte!) im Widerspruch zu stehen. Eine Bezeichnung
wie ,dreihundert® fiir 100 + 100+ 100 scheint in der Tat rein multiplikativ zu sein, so daf z B.
Hankel in seiner Geschichte der Mathematik mit aller Deutlichkeit auf dieses MiBverhiltnis
zwischen einer primitiven Schreibweise und einem viel fortgeschritteneren sprachlichen Ausdruck
hingewiesen hat®). s

Aber gerade diese tiefe Diskrepanz, die sich bereits in die dunkelsten Anfinge aller Kultur
zuriickerstrecken miifite, hitte gegen diesen ,multiplikativen¢ Charakter des sprachlichen Ausdruckes
vorsichtig machen sollen — ,multiplikativ¢ hierbei natiirlich immer im rein mathematischen Sinne
als Ausdruck einer neuen Operation verstanden; daf die Sprache nicht mit der Methode der Schrift,
nimlich der schrittweise fortgesetzten Aufweisung, iibereinstimmt, ist natiirlich nicht zu leugnen.
Eine solche Ubereinstimmung ist aber auch gar nicht zu erwarten, Schrift und Sprache befinden
sich niimlich in prinzipiell verschiedener Lage: Wihrend die Schrift in der Aneinanderreihung
immer wiederholter Einheiten eine unmittelbare Abbildung der zu ziihlenden Menge darstellt, so daf
der Prozef des Zihlen nun immer wieder Schritt fiir Schritt an dieser Bildmenge vorgenommen
werden kann, so vermag die Sprache nur das Resultat des Zihlens zu geben — sie ist nicht,
oder doch nur in sehr beschrinktem Mafe®), im Stande, den Prozess des Zihlens (,eins und eins
und eins . . .“) nachzuahmen.

1) Gunn [1], 8. 280 meint auf Grund einer ilteren Form des Zeichens |, daB dieses ,a small object of bone or
wood, used in some kind of tally or aid to reckoning® darstelle. Wie mir aber Prof. Sethe miindlich mitteilte, ist auch
dies nur als eine rein graphische Variante des einfachen Zeichens aufzufassen (etwa wie unser I).

2) Man vgl. z. B. Lidzbarski [1], Tafel 46 (bei 15).

3) Schon A.v. Humboldt ([1], 8. 209) hat darauf hingewiesen, daf diese durch die Grundzahlen eines Ziffersystems
gegebenen Werte nur ,Ruhepunkte¥ des Zihlens sind, nicht aber beweisen, daf man nicht weiter hiitte ziihlen kénnen.
Anders liegt es selbstverstindlich bei denjenigen Zahlworten, die ,viel“, ,junendlich® bedeuten. Hohere Werte sind damit
als ,praktisch unzihlbar“ gekennzeichnet,

4) Vgl. z. B. Sethe [1], 8. 8 ff., Lidzbarski [1], 8. 201.

5) Hankel [1], S.38. Im Ubrigen hat Hankel den urspriinglich additiven Charakter jeder primitiven ,Multi-
plikation“ mit aller Klarheit erkannt. In den spiteren Werken zur Geschichte der Mathematik ist dann allerdings nur
mehr wenig von dem Geist der Hankel’schen Arbeit zu spiiren. : -

6) Hierzu kinnte man etwa Bildungen wie 6 =05 -4 1 im Sumerischen und dgl. rechnen. Vgl. Thureau- Dangin
[1], S. 125.




Kap. I. Die begrifflichen Grundlagen der figyptischen Mathematik. b

Wie frither bei den Zahlzeichen, so kommen wir jetzt bei den Zahlworten') durch das Fort-
schreiten zu griferen Zahlen zu einer Schwierigkeit: jedem neuen Schritt (,+ 1“) miifte ein neues
Zahlwort entsprechen; man hiitte unbegrenzt viele Zahlworte nitig. Dieses Problem list die Sprache
in einer dem schriftlichen Ausdruck villig analogen Weise: es werden hihere Einheiten geschaffen
(also im Dezimalsystem zuniichst 10), die nun ihrerseits Objekt des Zdhlens werden. Die hoheren
Zablworte stehen jetzt zu den niedrigeren in demselben Verhiltnis wie urspriinglich die Zahlworte
iiberhaupt zu dem geziihlten Ding. Von einer neuen, multiplikativen Auffassung im Aufbau eines
Zahlensystems kann also keine Rede sein; der Unterschied zwischen Schrift und Sprache ist nur
der naturgemifle Ausdruck einer verschiedenen Stellung dem gemeinsamen Urgrund des Zihlens
gegeniiber, der Unterschied eben zwischen Prozef und Resultat; er ist aber nicht mathematisch be-
griindet.

Der tatsiichliche sprachliche Befund bestiitigt viollig die vorgetragene Anschauung. Wie
Sethe?) gezeigt hat, folgt in der Sprache das gezihlte Ding (im Plural) dem Zahlwort. Soll also
bei hiheren Zahlausdriicken die neue Einheit zum geziihlten Objekt werden, so mufl nunmehr das
niedrigere Zahlwort dem als Ding, also substantivisch, gefafiten hiheren Zahlwort vorangehen?).
Tatsiichlich ist ja gerade dies der Fall*); und” der substantivische Charakter der Zahlworte zeigt
sich daran, daB Possessivsuffixe und Demonstrativpronomina auf den Zahlausdruck bezogen werden,
withrend schlieflich der gezihlte Gegenstand als Apposition folgt — eine Erscheinung, die das
Agyptische mit den semitischen Sprachen iiberbaupt teilt®). — Dafl auch die Existenz eines Wortes
pmal“ (sp) nicht fir das explizite Vorhandensein einer Multiplikation als besonderer Operation her-
angezogen werden kann, zeigt der Umstand, daf die grammatische Konstruktion von sp in Ver-
bindung mit Zahlworten durchaus der eines Gegenstandes entspricht, sodafl also einfach ,Male“
ausgezihlt werden®).

Wenn ich also in dem sprachlichen Ausdruck der ganzen Zahlen durchaus kein dem additiven
Prinzip der Schrift entgegengesetztes ,multiplikatives System finden kann, so wird es schlieflich
noch nitig sein, die Fille zn untersuchen, wo die Schrift selbst einen solchen multiplikativen Cha-
rakter zu zeigen scheint. Im Agyptischen”), wie auch in semitischen Schriften®) gibt es mniimlich
Fiille, wo hiheren Zahlzeichen niedrigere vorangesetzt werden und dann eine offenbar multiplikative
Wirkung zeigen (also etwa 3 100 fiir 100 100 100), angewandt allerdings nur bei relativ grofien
Zahlen. Lidzbarski spricht daher geradezu von einer indessen erworbenen Kenntnis der Multi-

1) Hierunter sind immer die Kardinalzahlworte verstanden, Das Ordinalzahlwort erhilt seine ausgezeichnete
Stellung und Bedeutung gerade dadurch, daf es doch in gewissem Sinne auch den Prozef des Zihlens anzudeuten vermag.
Sagt doch Sethe ([1], S. 127) geradezu, daB ,das Wesen des Ordinalzahlwortes® darin besteht, ,daB es lediglich den-
jenigen bezeichnet, der eine gegebene Zahl um eins vermebrt.“ In § 3 wird hierauf noch zuriickzukommen sein.

2) Sethe [1], 8. 45 ff.

3) Das gezihlte, d. h. hohere Zahlwort hitte dabei entweder im Plural zu stehen (so daf also 300 als hmt.¢ sn.wt
zu lesen wiire) oder, falls schon hier die Auffassung als ,Kategorie* (Sethe [1], S. 47) eintreten konnte, im Singular; man
hitte demgemiB das ,% 300 3¢p.t“ (,300 beladene Esel“) ausfihrlich als ,fmt.¢ [m] §n.¢ [m] 3 zu lesen, wobei natiir-
lich das m (,an“) in dem Zahlausdruck noch viel eher weggelassen wird wie vor dem ‘3. .Will man im Deutschen den sub-
stantivischen Charalkter der Zahlworte zum Ausdruck bringen, so wird man das ,¢ 1000 kk.t 1000¢ der Totenformel etwa
mit ,eine Tausendschaft Brot, eine Tausendschaft Bier“ zu iibersetzen suchen.

4) Uber die Ausnahmestellung der Zahl 2 (und Dualis), die hier nicht in Betracht kommt, vgl. Sethe [1], S. 46, 97 ;
[2], S. 481, 482,

5) Brockelmann [1], Bd. I, S. 484 ff. DL L £t

6) Vgl. Sethe [1], 8. 46, sowie eine demniichst erscheinende Note in der AZ iiber die Konstruktion von sp im
mathematischen Papyrus Rhind.

7) Sethe [1], S. 8 if.

8) Lidzbarski [1], S. 201.



6 Kap. I. Die begrifflichen Grundlagen der iigyptischen Mathematik.

plikation und sieht hierin einen unmittelbaren Parallelismus zur Sprache: ,man sagte dreihundert
und schrieb 8-100¢ — ein Parallelismus, der allein schon nach dem Vorangehenden auf den richtigen
Weg filhren muf. Aber dariiber hinaus zeigt gerade das Agyptische, wie eine solche Schreibung
entstanden sein mag. Statt ndmlich ein hoheres Zahlzeichen mehrmals zu wiederholen, wird seine
Vielfachheit unter ihm, sozusagen als Index, angemerkt. DaB dieser ,Index“ in engster Ver-
bindung mit dem dariiber stehenden Zahlzeichen steht, folgt schon daraus, dafi eine solche Schreib-
weise im Prinzip zweidentig wire: ist doch Untereinanderschreiben und Hintereinanderschreiben
dquivalent. Der Index zeigt also offenbar nur an, wie oft das andere Zeichen geschrieben zu
denken ist; dieser ,Multiplikator“ erscheint als blofie schreibtechnische Vereinfachung der Zeichen-
wiederholung, zumal gerade die hoheren Zahlzeichen kompliziertes Aussehen tragen'). Alle be-
kannten Fiille fiir solche Schreibungen stammen iibrigens aus relativ spéter Zeit (mittleres und
neues Reich)?).

Die geschilderte Art des Ausdrucks hiherer Zahlen stellt gewissermafien die Briicke zwischen
der gewdhnlichen Schreibweise und dem Ausdruck der Sprache dar; der ,Index“ gibt das neuer-
liche Abziihlen der hiheren Einheit wieder. Stellt sich die Notwendigkeit heraus, die im Darunter-

0;)0 notwendig 3 1000 werden,

um es von 10003 zu unterscheiden; ein Vorgang, der von einer indessen erworbenen Kenntnis der
Multiplikation vollig unabhingig ist. Natiirlich bleibt immer die Méglichkeit offen, daf eine spitere
Zeit die multiplikative Wirkung der Voranstellung explizite erkennt und ausniitzt; z.B. diirfte
man wohl in Babylonien bis zu dieser Stufe gelangt sein.

setzen des ,Index* liegende Mehrdeutigkeit zu vermeiden, so mufl aus

Mir scheint also der SchluB gerechtfertigt, daf sich nirgends in Schrift oder Sprache ein
Abweichen von dem zeigt, was ich oben als ihren ,additiven Charakter® bezeichnet habe. Es wird
die Aufgabe des Weiteren sein, diese Eigentiimlichkeit in ihrer Auswn'kung auf die #gyptische
Mathematik zu verfolgen.

§ 2. Die elementaren Rechenoperationen.

Mit der Addition beriihren wir die einfachste aber auch wichtigste Operation der dgyp-
tischen Mathematik. Sie ist das Fundament aller iibrigen Rechnungsarten. Uber ihre praktische
Durchfithrung ist kanm etwas zu sagen®); sie wird immer ohne weitere Bemerkung vorgenommen
und ist offenbar als selbstverstindlich vorausgesetzt. In der Tat ist das dgyptische Ziffernsystem
in seiner unmittelbaren Ableitung aus dem schrittweisen Zihlen gerade der Addition vorziiglich
angepaflt — in §1 ist ja schon dieser ,additive“ Charakter zur Geniige betont worden.

Wenden wir uns von der Addition sofort zu ihrer inversen Operation, der Subtraktion,
so sehen wir zuniichst, dafl sie mit derselben Leichtigkeit ausgetiihrt wurde, wie die Addition. Die
Griinde hierfiir sind selbstverstindlich die nidmlichen wie eben. Als Terminus technicus dient ein
Wort jbj, das die Bedentung von ,vermindern®, ,abziehen“ hat?).

1) Um so mehr wird ein solches Verfahren notig, wenn es sich um das hochste Zahlzeichen der Schrift handelt;
vgl. Sethe [1], 8. 9. — In welche Schwierigkeiten bei so hohen Zahlen auch die Sprache geraten kann, zeigen Ausdriicke,
wie sie Friedlein ([1], S. 70 f.) anfithrt. So finden sich im Mittelalter Ausdriicke wie ,mille mille mille mille milium vel
octaginta milia milia milia milium*.

2) Vgl. neuerdings Scharff [1], Sp. 97 f.

3) Kinen kurzen und klaren Uberblick iiber die verschiedenen dgyptischen Rechenoperationen in sachlicher wie in
sprachlicher Hinsicht gibt Peet [1], 8. 11ff. — In den folgenden Ausfihrungen habe ich immer in erster Linie die Ver-
hiiltnisse vor Augen, wie sie im Pap. Rhind vorliegen.

4) Die moderne Transkription dgyptischer Worter macht man sich bekanntlich durch willkiirliche Vokaleinschal-
tungen (meist e) aussprechbar.
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Eine besondere Rechenmethode oder Schreibart fiir diese Operation existiert nicht; das
Resultat des ,Abziehens® wird hichstens durch Addition verifiziert. Fiir eine solche Addition
besteht sogar ein besonderer terminus technicus, ndmlich §km d. h. ,ergénzen®. Rein mathematisch
genommen, ist eine solche ,Ergiinzung® einer Subtraktion gleichwertig, fiir den Agypter aber lag
ihre Bedeutung in ihrem Zweck, eine Grofie durch Addition einer anderen auf einen bestimmten
Betrag zu bringen. Der Gedanke an eine neue Operation lag ihm véllig ferne. Gerade hier bei
Addition und Subtraktion zeigt sich, daB die Verkniipfung einer Operation mit ihrer inversen noch
eine ganz enge ist, oder besser, daf die Subtraktion noch nicht mehr ist als ein blofes Korrelat
zur Addition, daf es sich nicht um eine ihr wirklich gleichberechtigte, selbstéindige Operation
handelt. In der Tat wiirde dies notwendig zu einer ,Erweiterung des Zahlbereiches® fiihren
miissen, man bediirfte der Null und der negativen Zahlen, ein Schritt, den die Agypter nie (auch
in keinem analogen Falle) getan haben. Es ist also im Grunde genommen vollig unrichtig, etwa
von einer Kenntnis ,der vier Spezies® in Agypten zu sprechen. In Wahrheit steht man vollig
unter dem Banne der einen Fundamentaloperation der Addition und hat nur das Ziel, von hier
aus so viel als moglich an praktischen Rechenaufgaben bewiiltigen zu konnen; nach deren Cha-
rakter wird dann die Rechenweise benannt. In Kapitel II werde ich zeigen, wie sich dies auch
in dem weiteren Gebrauche des Wortes skm in seiner Beziehung zur Bruchrechnung erkennen lift.

Die #igyptische Multiplikation zeigt ein recht originelles AuBere. Um 7 mit 5 zu multi-
plizieren, bildet man

A 7
2 14
‘4 28
und findet durch Addition der mit ~ bezeichneten Zahlen — , Kennziffern® wie ich sie nennen will

— den Wert 35. Die ganze Multiplikation beruht also, kurz gesagt, auf einer dyadischen
Entwicklung des einen Faktors und ist damit aunf reine Verdoppelung und Additionen zuriick-
gefiihrt.

Das Grundprinzip dieser Rechenmethode ist aufs engste verwandt mit der Darstellung der
Zahlen durch die Schrift. Durch fortgesetztes Aneinanderfiigen zuniichst der Einheit, dann darch
Wiederholung des Verfahrens an den hoheren Zahlzeichen, war es mioglich, zu griferen Zahlen
fortzuschreiten; so wird auch hier zuniichst das Ausgangselement als Ganzes wiederholt d. h.
yverdoppelt® und dieses Verfahren so lange fortgesetzt, bis man zu geniigend hohen Zahlen gelangt
ist!), um nun aus den so gewonnenen Elementen neue Grifien durch unmittelbare Addition zu-
sammensetzen zu kionnen. Wir werden natiirlich auch den ProzeB des ,Verdoppelns® in dem rein
additiven Sinne des Nochmalsetzens aller Zahlzeichen zu verstehen haben?®). Die ,Kennziffer®
begleitet das Verfahren in absoluter Parallelitit; und wenn es moglich ist, aus Zahlzeichen der
Kennziffern eine gegebene Zahl zusammenzusetzen, so miissen also auch die nebenstehenden Zahl-

zeichen entsprechend oft anfgetreten sein. So wie man bei ﬂﬂn (30) die neue Einheit der N (10)

wieder abzidhlt und dann die alten Einheiten (etwa 1111) dazugibt und so das 34-fache derselben
erhalten hat, so wird auch bei der ,Multiplikation“ der eine Faktor sozusagen zur neuen Einheit,
die nun wiederholt angeschrieben und gezihlt werden kann?®). Daf diese auf der Beriicksichtigung

1) Es finden sich mehrfach Fille, wo der Schreiber in seinem Eifer weiter verdoppelt hat, als es notig wire.

2) Das Verdoppeln bildet einen der urspriinglichsten Begriffe des Denkens iiberhaupt, wie uns die Sprache zeigt:
Hierfiir existiert eine besondere grammatische Form, der Dualis, die erst in spiiterer Zeit den spezielleren Sinn von ,nur
zwei%, ,genau zwei® bekommen hat. (Vgl. Sethe [1], S. 97, [2], S.482.)

3) Redewendungen wie ,irj hr-k %4—% spaw 5% (Papyrus Rhind No. 55) ,mache (oder etwas freier ,nimm*)
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des Schriftcharakters eingestellte Denkweise dem Agypter immer vertraut geblieben ist, zeigt der
Umstand, daB allein die Multiplikation mit 10 stets direkt vorgenommen wird.

Wir werden sehen, zu welcher wichtigen Rolle die ,Kennziffern“ in der Bruchrechnung
gelangen. Einstweilen wollen wir uns begniigen hervorzuheben, daff mit dieser ,dyadischen“ Multi-
plikationsmethode ein Algorithmus geschaffen ist, der aufs engste mit der Addition zusammenhingt
und demgemiif mit fast derselben Sicherheit zu handhaben ist, wie diese selbst. Damit ist also
der Addition ein neues weites Feld erdffnet?).

Ganz dhnlich der Subtraktion tritt die ,Division“ nirgends als neue Operation hervor.
Auch hier wieder haben wir die enge Zusammengehorigkeit einer Operation und ihrer inversen
vor Augen: der Quotient ist sozusagen dadurch ,definiert“, dafi er mit der gegebenen Zahl multi-
pliziert die andere liefert. Praktisch lift sich dies dadurch realisieren, daf der Divisor so lange
mit ganzen Zahlen (dyadisch natiirlich) multipliziert wird, bis man dem Dividend von unten her
miglichst nahe kommt und dann den Rest durch Addition geeigneter Bruchteile erginzt. Also
wird beispielsweise %) 80: 3,5 berechnet durch ?)

1 3412
10 35

20 70

;2 7

;23 241/3

s 121 1/6

A i 1/2

ist somit gleich 22 +2/34+1/7+1/21. Die ganze ,Division® wird also geradezu auf eine multipli-
kative ,Probe“ reduziert, d. h. auf einen additiven Prozefi zuriickgefiihrt.

Eine interessante Erscheinung bietet die Betrachtung einer #gyptischen Ausdrucksweise fiir
,Division® und ,Multiplikation® (u3h). Einerseits wird ndmlich, was uns nicht wuander nehmen
kann, sprachlich nicht besonders zwischen diesen beiden Operationen unterschieden?); was aber
wichtiger ist: das hierbei verwendete Verbum w:/ bedeutet soviel wie ,hinzulegen“ und ist gleich-
zeitig (neben einem andern, dmd) als Terminus der Addition gebraucht. Man sagt z. B.?) w3l &p
m 8 spaw 8 (fiir 8><8); behiilt man den additiven Charakter der &gyptischen Multiplikation im
Auge, so wird man auch hier versuchen diirfen, w3k mit ,addieren“ wiederzugeben, also etwa
zu iibersetzen ,addiere angefangen mit 8, 8 Male“®) (oder ,bis zu 8 Malen“: rsp.w 87)). Dabei
driickt das ,angefangen mit ... .. bis“ gerade das sukzessive Verfahren der Multiplikation
aus, wilhrend w3h allein das gewihnliche einmalige Addieren bedeutet. Dabei braucht natiirlich

é—-{— 315 finf Male® bestitigen diese Auffassung unmittelbar. ,You are to multiply %-f- —110 five times* ist viel zm

modern iibersetzt — abgesehen davon, daf das ,multiplizieren® zu dem Ausdruck ,fiinf Male* gar nicht passen will.

1) Heath ([1], Bd. I, 8. 53, Anm. 1) berichtet iibrigens, daB eine der idgyptischen analoge Multiplikationsmethode
noch heute in RuBland vorkommen soll.

2) Pap. Rh., No. 68 (Peet [1], S. 115).

3) Man beachte die Ausniitzung der 10 (Schrift!) in den ersten vier Zeilen. — Das vorliegende Beispiel ist
iibrigens ein ziemlich kompliziertes. Die snkzessive Anndherung an das Ziel zeigen auch deutlich die Rechvungen Pap.
Rhind No. 31 und 33.

4) Auf den Terminus #j$, der mir dem Sinne nach mit dem lateinischen ,denominator in Beziehung zu stehen
scheint, vermag ich nicht einzugehen. Sehr beachtenswert sind die Ausfithrungen, die Gunn [2], S. 124 f. hieritber macht.

5) Pap. Rhind No. 50.

6) Ich verdanke diese Ubersetzung von #pm...spaw (oder rspw) Prof. Sethe. Vgl. neuerdings anch Gunn
[2], 8. 124.

7) Pap. Rhind No. 41.
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dieses schrittweise Addieren nicht tatsdchlich in der angegebenen Anzahl von Malen durchgefiihrt zu
werden, sondern es kann, um z. B. das 20ste Mal zu erreichen, ein einfaches Verdoppeln und Ver-
zehnfachen (vgl. S. 8) geniigen; aber die urspriingliche Bedeutung dieser Operation ist in der
Verwendung des Wortes w3l klar erhalten, wenn es auch spéter im Sinne eines festen terminus
technicus gebraucht wird. So sagt man dann auoch w3k tp m 5 r gm.t 15 d. h. ,mache so lange w3/ an-
gefangen mit b bis Da 15 findest“ (dividiere’ 15 durch 5)'). Das tatsiichliche Nichtvorhandensein
einer besonderen Division ist natiirlich wieder eine neue Bestiitigung des absolut additiven Charak-
ters der ganzen #gyptischen Mathematik, — Der Zusammenhang dieser Erscheinung mit der Bruch-
rechnung und die Behandlung der anschliefenden Fragen soll § 8 vorbehalten bleiben.

Die Art des Vorkommens von ,Quadratwurzeln“ in der dgyptischen Mathematik entspricht
durchaus dem Bisherigen. Auch hier kann nicht von einer wirklich neuen Begriffsbildung und noch
weniger von einer dadurch bedingten Erweiterung des Zahlbereiches die Rede sein. Bei dem ge-
schilderten Charakter der #gyptischen Multiplikation und Division ist die Bestimmung einer Wurzel
einem Quadrieren #dquivalent. Die vorkommenden Fille von Quadratwurzeln beziehen sich demgemiifi
auch nur auf reine Quadrate rationaler Zahlen®). Dafi rein gegenstiindlich®) der Begriff eines
Quadrates bezw. seiner Seitenlinge existiert, hat mit einer wirklich mathematischen Ausbildung
einer dem ,Quadrieren“ inversen Operation wenig zu tun.

Wenn wir nun auf diese ganze, unserem Empfinden zunichst ziemlich fremde Rechen- und
Denkweise zuriickblicken, so miissen wir doch gestehen, daf ihr eine grofie innere Geschlossenheit
zukommt. In der alles beherrschenden Bezugnahme auf die eine grundlegende Operation der Addi-
tion liegt, wenn auch selbstverstindlich ungesucht, eine grofie logische Klarheit. Die enge Ab-
hingigkeit zwischen Operationen, die wir heute als zu einander ,inverse“ bezeichnen, ist doch ein
Ausdruck dafiir, daB ein Zusammenhang zwischen ihnen, wie er rein logisch tatsiichlich besteht, als
etwas Selbstverstindliches betrachtet wird. Gerade die moderne Entwicklung der Mathematik hat
erst wieder durch den Begriff der Gruppe diese innere Zusammengehirigkeit in aller Schiirfe
zam Ausdruck gebracht, wihrend er der Mathematik des tédglichen Lebens (und des Elementar-
unterrichtes) durch die Ausbildung so griindlich verschiedener Algorithmen fiir die verschiedenen
oOpezies® in weitem Mafe verloren gegangen ist. Dem igptischen Denken liegt zwar eine konse-
quente Ausbildung mathematischer Ideen um ihrer selbst willen villig fern, aber es trigt doch
den Stemgel logischer Klarheit, der einem auf sich gestellten urspriinglichen Denken zukommt.

Fassen wir die Ergebnisse dieses Paragraphen zusammen, so wird man sagen kinnen: Die
dgyptische Mathematik beruht auf durchaus additiver Grundlage. Man hat sich
also sehr zu hiiten, zugleich mit unserer Terminologie auch unsere stark multiplikative Einstellung
in das dgyptische Denken hineinzutragen; Versuche mit dem Primzahlbegriff in Agypten zu operieren,
wie es z. B. Eisenlohr, Cantor, Hultsch getan haben, sind von vornherein zur Unfruchtbarkeit ver-
urteilt. Und ferner: nicht um die Ausbildung neuer Begriffe und Operationen handelt es sich,
sondern um Erweiterung des Wirkungsbereiches des urspriinglichen Schemas.

Wie sehr diese beiden Merkmale aller dgyptischen Mathematik auch in der Bruchrechnung
zur Geltung kommen, soll zundchst im folgenden Paragraphen behandelt werden.

1) Pap. Rhind No. 26.
2) Vgl. Peet [1], S. 20.
3) Vgl. auch Schack-Schackenburg [1], 8. 189.
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§ 8. Briiche.

Als ein Ergebnis der bisherigen Betrachtungen kionnte man den Satz aunfstellen, daf die
dgyptische Mathematik nirgends den Bereich der ,natiirlichen Zahlen“ fiiberschritten hat. Dabei ist
allerdings die Wendung ,natiirliche Zahlen“ etwas anders zu verstehen, wie in dem iiblichen mathe-
matischen Sinne der positiven ganzen Zahlen; ,natiirlich* soll hier den Inbegriff von Zahlbildungen
bezeichnen, die im téglichen Leben eine Rolle spielen: die ganzen Zahlen und die wichtigsten
Bruchteile wie 1/2, 1/4, . . ., 1/3 usw. Um diese letzteren, d. h. also die einfachsten Briiche des
Ziihlers eins, herab bis etwa zu 1/8 1), besonders hervorzuheben, will ich sie unter der Bezeichnung
yhatiirliche Briiche® zusammenfassen, ohne indessen schon jetzt eine ndhere Abgrenzung dieses Be-
griffes zu geben; sie spielen fiir die Entwicklung der #gyptischen Bruchrechnung eine wichtige
Rolle ¥). Alle jene Bruchzahlen aber — es handelt sich in Agypten bekanntlich immer nur um
Briiche des Zihlers eins, um sogen. , Stammbriiche®?®) —, deren Nenner iiber die durch die na-

tiirlichen Briiche gesetzte Schranke hinausgehen, will ich als ,algorithmische Briiche“ bezeichnen;

e TT
1287 912
Typus. Die hierfiir gewiihlte Bezeichnung soll zum Ausdruck bringen, daf es sich um Griéfien

oder gar led sind beliebige, dem Papyrus Rhind entnommene Beispiele fiir diesen

handelt, die ihr Vorkommen nur den Konsequenzen des schematischen Rechnens, dem blofen ,Algo-
rithmus“ verdanken. Man kénnte sagen, daB es sich bei ihnen, im Sinne des Agypters, wirklich
um eine Erweiterung des natiirlichen Zahlbereiches handelt; es ist die einzige der ganzen dgyptischen
Mathematik geblieben.

Da in Kapitel IT das Rechnen mit Briichen ausfiihrlich behandelt werden soll, so werden jetzt
die algorithmischen Briiche im Wesentlichen beiseite bleiben miissen; es wird sich vielmehr dem
ganzen Plane dieses Kapitels nach hier nur darum handeln kinnen, den grundlegenden Begriff' ,natiir-
liche Briiche“ noch etwas zu erliutern?).

Fiir das tigliche Leben haben die Bruchzahlen eine ebenso individuell gegenstindliche Be-
deutung wie die ganzen Zahlen. ,Halbe“, ,Viertel, ,Achtel“ sind in ihrer Beziehung zu Mafien
und Gewichten (auch heute noch) villig selbstindige anschauliche Begriffe ®), bei denen man kaum
an ihre Verkniipfung mit den ganzen Zahlen denkt; sie spielen in jeder Hinsicht die Rolle neuer
Einheiten, nur mit der speziellen Eigenschaft, dafi sich die alten in charakteristischer Weise ganz-
zahlig durch sie aunsdriicken lassen. DaB dem Agypter ein solcher Gedankengang, wie ich ihn hier
kurz als ,Einfiihrung neuer Einheiten“ gekennzeichnet habe, geliufig war, zeigen auch Bildungen

1) Hierzu kommt noch der Bruch 2/3; ein Zusatz der auch im Folgenden immer stillschweigend gemacht ist. Die
weiteren ,Komplementbriiche® (vgl. unten S. 11 u. 12) 3/4 und 5/6 spielen fiir das Rechnen keine ausgezeichnete Rolle.
Das ,3/4% bei Peet [1] oder Spiegelberg [1] entspricht immer einem 1/2 |- 1/4 des Originals.

2) Man vergleiche die fundamentale Bedeutung des Begriffes ,rational® (d. h. ,verniinftig) fir die spitere Ent-
wicklung der Mathematik |

3) Auch 2/3 zihle ich der Einfachheit halber mit zu den ,Stammbriichen®.

4) Ich méchte nur noch mit Riicksicht auf das in § 2 Gesagte darauf hinweisen, daB man aus der Art des Operierens
mit Briichen im Pap. Rbind den Eindruck gewinnen kinnte, als hiitte man dem Agypter doch die Ausfithrung unmittel-
barer Multiplikationen zuzuschreiben (etwa bei der ,Multiplikation“ zweier Stammbriiche). Dagegen spricht aber nicht nur
die Erwigung, daf dann die gleichzeitige Umstindlichkeit des Rechnens mit ganzen Zahlen unbegreiflich wire, sondern
auch die Tatsache, daB sich gelegentlich die zugehdrigen Nebenrechnungen (in der iiblichen dyadischen Form) angegeben
finden (vgl. etwa Peet [1], S. 88f, 2/7, 2/11); im Allgemeinen aber hat sie der Schreiber als fur die eigentliche Bruch-
rechnung uninteressant weggelassen.

5) Vgl. auch auch Sethe [1], S. 135 (zu S. 76).
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der Sprache wie ,zu einer Achtheit (hmn.f) machen® fiir unser ,in 8 Teile teilen® und #hnliches !).
Die frithere Einheit ist also zu einer Achtheit geworden, geziihlt in der neuen Einheit des ,Achtels®.
So erscheinen zuniichst die natiirlichen Briiche als Grifien, die ebenso als Elemente des zahlen-
miifligen Denkens zu gelten haben wie die ganzen Zahlen 1, 2, 3, . . ., 10, . . . usw.

Die Scheidung zwischen natiirlichen und algorithmischen Briichen findet iibrigens (abgesehen
von ihrem rein mathematischen Hervortreten) nicht in der Metrologie ihre einzige Stiitze, sondern
ist anch in der Sprache deutlich erkennbar. Gerade die ,natiirlichen Briiche“ sind es, die Bezeich-
nungen fithren *), welche nicht aus dem Werte ihres Nenners abgeleitet sind (Entsprechendes gilt
auch fiir 2/3), sondern einen andern Ursprung haben (wie etwa 1/2 (gs): ,eine Seite“), also durchaus
individuellen Charakter tragen Fiir die grofie Menge der algorithmischen Briiche dagegen ist ihr
Nenner das einzige Kennzeichen. :

Sehen wir also die natiirlichen Briiche in einer den ganzen Zahlen wesentlich gleichwertigen
Stellung, so erhebt sich aber nunmehr die Frage: Wie werden diese verschiedenen durch das tiig-
liche Leben entwickelten Begriffe einer einheitlichen rechnerischen Behandlung zugiinglich gemacht,
wie lassen sich die Beziehungen, die zwischen den ,natiirlichen (ganzen) Zahlen“ und den ,natiir-
lichen Briichen“ bestehen, unter ein gemeinsames algorithmisches Schema bringen? Selbstverstind-
lich mufl das Rechnen in dem frither entwickelten ganzzahligen Gebiet als Ausgangspunkt dienen.

In Kapitel IT wird sich zeigen, daf gerade dieses Problem, die Ausdehnung des von
den ganzen Zahlen her gewohnten Schemas auf dem Gebiet der Briiche das Grund-
problem der #gyptischen Bruchrechnung iiberhanpt darstellt. Mit diesem Ziel vor Augen sind all-
mihlig die Methoden entwickelt worden, welche schliefilich jenes merkwiirdige Gebdude der dgyptischen
Stammbruchrechnung ergeben haben, wie es dann fiir das ganze weitere Altertum bestimmend ge-
blieben ist. Erst dadurch, daf auch das Rechnen mit Briichen einem Algorithmus unterworfen ist,
dessen innere Struktur wieder wesentlich additiven Charakter trigt, wird jene Einheitlichkeit
dgyptischer Mathematik, die schon einmal betont werden mufBite, wirklich vollstindig.

Nachdem hiermit die Grundlagen genannt sind, auf denen sich die dgyptische Bruchrechnung
aufbaut, wende ich mich zum Abschlusse dieses Paragraphen einer viel umstrittenen Frage zu:
Haben die Agypter den Begriff des ,gemischten Bruches“ gekannt?

Es ist bekannt, daf die dgyptische Schrift und Sprache jedenfalls kein Ausdrucksmittel fiir
gemischte Briiche entwickelt hat — die besonderen Verhiltnisse, welche bei dem ,Komplement-

briichen“ (d. h. den Briichen n——l) wie 2/3 obwalten, kommen hierbei nicht in Frage. Es mufl

sich also zuniichst darum handeln, sich klar zu machen, welchen Sinn der Agypter mit einer Bildung
wie 5/7 zu verbinden hitte. Man wird auch hier wieder vom Zihlen, von dem ,additiven“ Aufbau
des #gyptischen Zahlensystems auszngehen haben. Das ,Siebentel muf zom Element des Zihlens
werden, so wie bei den ganzen Zahlen die Eins oder die Zehn, wie beim ,Multiplizieren“ der eine
Faktor?); dies gerade ist der tiefste Grund fiir die dominierende Stellung des
Stammbruches. Bei einem solchen Vorgang ist 5/7 ,definiert* durch 1/7 4 ... 4 1/7, aber nicht
Hliinf-mal“, wie wir in unserer typisch multiplikativen Einstellung sagen wiirden, wenn wir das
,+ - +% in Worte fassen wollten, sondern ziblend im Gebiet der Siebentel, additiv gedacht: ,bis
zum fiinften“; oder ausfiihrlicher: so lange bis beim Mitzéhlen wirklich fiinf Marken dastehen wie
bei der Fiinf die 5 Einerstriche, d. h. ,bis die fiinf voll sind“.

1) Sethe [1], §. 44, [2], S. 480,
2) Charakteristischer Weise erhalten in der Beziehung zu Ackermafien und Scheffel. Vgl. Sethe [1], 8. 721E, [2], 8. 483.
3) Vgl. § 1 und 2.

9%
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Damit haben wir aber gewonnenes Spiel. Zunéichst: diese Auffassung hat uns von selbst zu
einer Erscheinung gefiihrt, deren Klarlegung man Sethe verdankt und die ihrerseits zur Erkennt-
nis des additiven Charakters der dgyptischen Mathematik hitte fiihren konnen: ich meine den Zu-
sammenhang zwischen Ordinalzahlwort und Bruchbezeichnung und die Aufklirung des Wesens der
Komplementbriiche ). Wihrend wir in § 1 einen Gegensatz zwischen Schrift und Sprache darin ge-
sehen haben, daf die Schrift gewissenmafien den ProzeB des Zihlens immer wiederspiegelt, wiithrend
die Sprache nur sein Resultat angibt, so zeigen uns Sethe’s Untersuchungen, wie doch auch der
Prozefi des Zihlens auf die Sprache zuriickwirkt: Komplementbruch wie Ordinalzahl geben uns an,
wann er ein Ende hat; sie kennzeichnen gerade den letzten Schritt im Zihlen, das Erreichen des
Resultats, das ,Vollwerden“ einer gewissen Menge?). Bei den Briichen speziell sind zwei Glieder
in der Kette des Zihlens besonders ausgezeichnet: das eigentliche Element des Zihlens, der ,Stamm-
bruch®, und das letzte Glied, mit dem wieder die alte Einheit erreicht wird: der ,Komplementbruch®.

Wenden wir uns nun den Mittelgliedern einer solchen Bruchreihe zu. Uns ist eine Zahl
vollstindig anschaulich gegeben, wenn wir ihre dezimale Entwicklung vor Augen haben: die ,an-

gezeigte Division® %2 ist ,ausgefiihrt, wenn wir sie durch das dezimale Schema 1,485 . . .

=1+ -1%- + 137 3 1(% + ... ersetzt haben. Ganz dhnlich ergeht es dem Agypter. Von seinen

Zahlzeichen her ist er gewohnt, die Einheiten (Einer, Zehner usw.) Stiick fiir Stiick nachzéihlen zu
kinnen; das ist fiir ihn die wirklich explizite Angabe einer Zahl, alles andere hat nur den
Charakter einer impliziten Definition. Von diesem Gesichtspunkt aus bleibt also iiber das wieder-
holte Anschreiben des Stammbruches hinaus nichts zu tun iibrig; es ist die einzige, aber auch
ptriviale® Darstellung eines gemischten Bruches.

Aber gerade diesem Verfahren des Aneinanderfiigens begegnen bald die praktischen Schwierig-
keiten der Uniibersichtlichkeit, zu der sich bei Briichen die wesentliche weitere gesellt: die Grifen-
verhiiltnisse gegeniiber der alten Einheit 1 sind nicht unmittelbar zu iibersehen — so wie es auch

-k e 8
noch uns mit gEg M Gegensatz zu 10 + 400

gelernt, die zur Vermeidung der Uniibersichkeit beim Ausdruck der ganzen Zahlen eingeschlagen
worden sind. Zuniichst ist es die Wahl neuer Einheiten; sie war, wenn auch im Prinzip will-
kiirlich, nach dem dekadischen System getroffen worden. Bei den Briichen aber besteht eine solche
Willkiir nicht mehr: za 1/n gehiort als ansgezeichneter Ruhepunkt des Weiterzihlens der Wert n/n,
also im allgemeinen ein nicht gerade nach 10 Schritten erreichbarer Punkt. Es ist also wieder das
Verhéltnis zur Einheit 1, das hindernd in den Weg tritt, da es verlangen wiirde, jedem n sozusagen
sein eigenes Zahlensystem zuzuordnen., Wir mit unserer multiplikativen Denkweise helfen uns

~ 1/2 ergeht. Wir haben schon die Auswege kennen

damit, daf wir ein bestimmtes solches System auszeichnen, ndmlich das zu %7 gehirige und da-

1
nach ,entwickeln* — ein unendlicher ProzeB, der natiirlich fiir den Agypter (abgesehen von seiner
multiplikativen Basis) nicht in Frage kommt ?).

Eine andere Lisungsmiglichkeit wiire die, wie wir sie gelegentlich der ,multiplikativen®
Ziffernschreibung angetroffen haben *), bei welcher man die Vielfachheit des Stammbruches durch

1) Sethe [1], Kap. IIT und IV.

2) Vgl die Zusammenfassung bei Sethe [2], S. 487.

3) Ebensowenig ist selbstverstiindlich an eine vollstindige dyadische Entwicklung zu denken, die allerdings sofort
Stammbriiche liefern wiirde.

4) Vgl.§ 1, 8. 5%
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einen ,Index“ anzugeben hiitte, ein Verfahren, das fiir eine additive Denkweise hichstens eine Ver-
einfachung der Schreibweise bedeuten kinnte, obwohl es in der Tat zu unserer multiplikativen
Auffassung des gemischten Bruches iiberleiten wiirde. Gerade das Fehlen eines solchen Verfahrens
zeigt wieder einmal, wie sehr dem Agypter jedes multiplikative Denken ferne lag.

Der letzte Ausweg aus diesen Schwierigkeiten, den der Agypter nun gefunden hat, besteht
in der Ersetzung der wiederholten gleichen Stammbriiche durch eine Summe verschiedener Stamm-
briiche. Der zusammengesetzte Ausdruck wird also auch gewissermaflen ,entwickelt“, allerdings
nicht nach einem ein fiir allemal festen Zahlensystem, sondern in einem mehr additiven Schema,
durch Aneinanderfiigung einer kleinen Anzahl verschiedener Stammbriiche. Wir werden in
Kapitel Il noch im einzelnen sehen, wie sich die Summanden einer solchen ,Entwicklung® (oder
yZerlegung“, wenn man vom gemischten Bruch ausgeht) ans dem urspriinglichen Nenner bestimmen.
lassen. Aber schon jetzt ist leicht zu sehen, welches Problem dem Agypter hier zuerst entgegen-
getreten sein mufl. Wir haben némlich schon die Ausdehnung der bei der rechnerischen Behandlung
ganzer Zahlen iiblichen Methode auf das Gebiet der Briiche als das Grundproblem der Bruch-
rechnung bezeichnet: dann ist es aber vor allem das Resultat des Verdoppelns, das aus der trivialen
Gestalt 1/n 4+ 1/n in eine wirklich neue Form iibergefiihrt werden muf. Denn da nur durch
solches Verdoppeln zu allen hoheren Zahlen fortgeschritten wird, so mufi bereits beim ersten Schritt
die Zerlegung von 1/n + 1/n durchgefithrt werden, um nicht doch am Schluf nur bei 1/n + -+ + 1/n
zu landen. Andererseits ist aber bereits durch die Zerlegung von 1/n + 1[n alles weitere geleistet,
da dann die dyadische Rechenweise vollstindig auch auf das Bruchgebiet anwendbar wird. Es ist
also nicht zu verwundern, daf der Papyrus Rhind gerade mit dieser entscheidenden Aufgabe be-
ginnt, Die ganzen in den vorangegangenen Erirterungen berithrten Stromungen flieBen hier in
ein gemeinsames Bett zusammen. Wie sie sich einzeln geltend machen, wie sich dabei das Gebiet der
natiirlichen Briiche zwangldufiz zu dem der algorithmischen erweitert, wird in Kapitel II zu be-
handeln sein.

In diesem Parapraphen bleibt nur noch iibrig, sich wieder der Frage nach den ,gemischten
Briichen“ zuzuowenden. Von dem jetzt gewonnenen Standpunkt riickblickend, wird man sie einfach
als falsch gestellt zu bezeichnen haben; von einem additiven Gesichtspunkt erscheint das Problem
der Vervielfachung eines Stammbruches etwa in der Form wie es soeben erirtert wurde, fiihrt
aber keinesfalls zu einem unserem gemischten Bruch entsprechenden neuen Bruchbegriff %, der etwa
eine ,Multiplikation“ oder ,Division“ andeuten soll. Gegen die Existenz eines solchen neuen Be-
griffs spricht schon, wie Sethe mit Recht hervorgehoben hat?'), der Mangel eines Ausdrucks durch
Schrift und Sprache. Schliefilich wird die Einsicht in die auch fiir das Gebiet der Briiche rein
additive Rechenweise die aus der Rechnung selbst gewonnenen Stiitzen fiir die Moglichkeit ,ge-
mischter Briiche* beseitigen ?). Man wird sich also auch in dieser Frage hiiten miissen, mit moderner
Terminologie gleichzeitig moderne Vorstellungen in die Betrachtung dgyptischer Mathematik hin-
einzutragen. '

Im folgenden Paragraphen sollen, zur Abrundung des bisher gewonnenen Bildes, noch kurz
die iibrigen Gebiete der igyptischen Mathematik berithrt werden, jedoch ohne auf spezielle Fragen
einzugehen. Nachdem im letzten Paragraphen dieses Kapitels noch einige Bemerkungen allgemeiner
Natur hinzugefiigt sind, wird in Kapitel Il ausfiihrlich anf die dgyptische Bruchrechnung zuriick-
zukommen sein.

1) Sethe [3], 8. 141 f. Vgl auch die Bemerkungen von Sethe [1], S. 107 und [2], S. 487.
2) Ich korrigiere damit meine eigene Auffassung dieser Frage, wie ich sie [1], S. 68 vertreten habe.
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§4. Zur tbrigen Mathematik der Aegypter.

Bereits in den vorangehenden Paragraphen hat sich gezeigt, wie vorsichtig man bei der
Ubertragung moderner Bezeichnungen und Begriffe auf dgyptische Mathematik sein muB, wie wenig
die dgyptische Betrachtungsweise mit der unsern iibereinstimmt. Dies gilt erst recht, sobald es
sich um konkrete Rechenaufgaben handelt. Die Momente, die zur Ausbildung einer Mathematik in
Agypten gefiihrt haben, sind vorwiegend praktischer Natur, und so sind es auch lediglich prak-
tische, nicht theoretische Gesichtspunkte, von denen aus der Agypter seine Mathematik betrachtet
und klassifiziert. Welche Stellung fiir ihn selbst der Mathematik im tiglichen Leben zukommt,
zeigt ja am besten ein Dokument wie die beriihmte ,literarische Streitschrift® ?).

Eine rein mathematische Einstellung tritt blof dort zu Tage, wo es sich gewissermafien nur
um die Bereitstellung des Materials handelt, das dann zur tatséichlichen Durchfiihrung von Rech-
nungen benitigt wird, also (wie man es heute ausdriicken wiirde) bei der Anlegung von ,Tabellen?).
Der Natur der Sache nach sind dies vor allem einerseits die Tabellen zur Handhabung der Bruch-
rechnung, andererseits Tafeln zur Umrechnung verschiedener MaBe in einander, Typen wie sie beide
auch im Papyrus Rhind vertreten sind. Die ,rein mathematischen Tabellen zeichnen sich schon
duberlich dadurch aus, daB es sich bei ihnen um Rechnen mit ,unbenannten“ Grofen handelt,
withrend alle anderen Aufgaben in ,eingekleideter Form, d. h. gerade in ihrer eigentlichen Gestalt
erscheinen. Trotzdem mag auch bei diesen manchmal ein ,theoretisches® Interesse zur Geltung
kommen, wie etwa in der Aufgabe Nr. 79 des Papyrus Rhind?), der wohl kaum ein wirklich prak-
tischer Zweck zugeschrieben werden kann (in 7 Hiusern 7 Katzen, pro Katze 7 Méuse usw.). Nur
muff man sich hiiten in diesem Beispiel, das ja die Summation einer geometrischen Reihe in sich
schlieBt, mehr sehen zu wollen als eine, ich michte fast sagen spielerisch fortgesetzte Anwendung
des iiblichen Multiplikationsverfahrens; von einer rein abstrakten Kenntnis einer Summenformel der
geometrischen Reihe kann keine Rede sein?), Ganz i#hnlich steht es wohl auch mit der ,arithme-
tischen Reihe“ in Nr. 40, wo schon die Verwendung desselben terminus technicus (fwnw) wie in
Nr. 39, wo es sich nicht um arithmetische Progression handelt, zeigt, daf nicht diese besondere

1) Pap. Anastasi I. Kine Ubersetzung bei Erman [2], insbesondere 8. 281 ff.

2) Dieser Ausdruck darf selbstverstindlich nicht zu wortlich verstanden werden; wirklich exakte Systematik ist
nie eine starke Scite des Agypters gewesen.

8) Peet [1], 8. 1211

4) Dem scheint die Tatsache zu widersprechen, daB der Wert der Summe 7 - 72 - .- 75 zwar ecinerseits durch
unmittelbare Berechnung der einzelnen Potenzen von 7 und ihre Addition erhalten wird, andererseits aber der Summen-
wert von 19607 (ohne eine weitere Erklirung) nochmals durch die Berechnung von 7. 2801 ausgedriickt wird; nun ist
aber 2801 = AT;:T], so daB man versucht ist, fir Agypten eine Kenntnis der Summenformel der geometrischen Reihe
anzunehmen. Schreibt man sich aber die Durchfilhrung der dgyptischen Rechnung fir 7 4---.-4 75 ausfiibrlich auf, so
sieht man, daB es sich hier garnicht um etwas handelt, was als ,very flattering to their mathematical intelligence“ be-
zeichnet werden muB, sondern daB man nur etwas praktische Geschicklichlkeit des Schreibers anzunehmen hat, um sofort
auf die Zahl 2801 gefihrt zu werden. Das fortgesetste ,Multiplizieren® mit 7 fithrt namlich unmittelbar zu dem Schema

Pl 7 49 343 2401 2801
s 2 14 98 686 4802 5602
/4 28 196 1272 9604 11204

7 49 343 2401 16807 19607

wobei die aulerhalb der Striche stehenden Zahlen durch Addition der Zahlen der zugehirigen Spalten bezw. Zeilen er-
halten werden. Bei dieser, schon durch die Schrift suggerierten Anordnung ist es aber auf den ersten Blick evident, daf
das Resultat 19607 sowohl durch Addition der Zahlen 7, 49, . . ., 16807, wie durch Addition von 2801, 5602, 11204 er-
alten werden kann: und nur dies ist der Inhalt der beiden Rechnungen in Nr.79. Es steckt darin also nicht mehr als
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mathematische Eigenschaft das charakteristische Moment abgibt ). Im allgemeinen wird es sich bei
der dgyptischen Mathematik immer darum handeln, unter Ausnutzung eines festen Schematismus,
d. h. mit einem Minimum theoretischer Uberlegungen, ein Maximum praktischer Fragen zu erledigen ?).

Auch die Behandlung von Fragen, die wir der ,Geometrie“ zuzuzihlen gewohnt sind,
nimmt ihren Ursprung in praktischen Erfordernissen. Von einer reinen Geometrie als getrennter
mathematischer Disziplin, wie sie spiter bei den Griechen von so grofier Bedeutung wird, ist in
Agypten nichts zu spiiren. Die Bestimmung von Flichen oder VolummaBen stellt ebenso nur An-
wendungen des Zablenrechnens auf konkrete Dinge dar, wie die Bestimmung von Brotrationen u.
dergl.; das rein Greometrische tritt dabei ganz in den Hintergrund. So ist es auch nur natiirlich,
wenn im Papyrus Rhind unter den Aufgaben ,geometrischer Natur auch eine Umrechnungstabelle
fiir VolummaBe vorkommt?), die rein mathematisch betrachtet, garnicht hierher gehorte. Fiir den
Agypter ist der Zusammenhang mit den iibrigen Aufgaben eben durch die Gemeinsamkeit des An-
Wenduhgsgebietes bestimmt. Das ngeometrische solcher Aufgaben liegt nicht in der Beziehung zu
gewissen Kenntnissen iiber die Gestalt von Flichen oder Kirpern, sondern in der Ausdehnung der

gewihnlichen Zahlenrechnung auf dieses Gebiet. Die Regeln selbst, nach denen, etwa bei einer
Flichenberechnung, vorzugehen ist, sind wohl unmittelbar der Anschauung oder Empirie entnommen

und nicht fiir sich der Gegenstand mathematischer Untersuchung (wenigstens so weit unsere bis-
herigen Quellen reichen).

Mit dieser Auffassung héingt eine Tatsache zusammen, der wir in dhnlicher Weise schon ein-
mal begegnet sind: eine gewisse unwillkiirliche Klarheit der Begriffsbildung in logischer Hinsicht.
Da das Interesse einer geometrischen Aufgabe in ihrer zahlenmifligen Beherrschung liegt, so ist
der ganze additiv-abzihlende Charakter der Arithmetik auch hier ausschlaggebend; es kommt dem
Agypter nicht in den Sinn, ,Ellen mit Ellen zu multiplizieren*, um ,Quadratellen® zu erhalten,
so wenig er Brote mit Broten multiplizieren wollte. Sein Rechnen wird also meist ein ganz kor-
rektes Operieren mit ,unbenannten Zahlen“*), soweit es ihre rechnerische Kombinierung betrifft,
wenn sie auch immer eine ganz gegenstiindliche Bedentung haben. Die Relationen zwischen Liingen-
und Flicheneinheiten werden nicht mit dem Abzihlen der letzteren in Verwirrung gebracht; die
im Grunde sinnlose Unterscheidung zwischen ,benannten und ,unbenannten“ Zahlen ist diesem ur-
spriinglichen Denken noch fremd. |

ein Ausprobieren des kommutativen Gesetzes der Addition. Auch ich habe seinerzeit die Kenntnisse der Agypter in
" diesem Punkte zu hoch eingeschiitat ([1], S. 69). Man darf eben nicht vergessen, daB eine Rechnung wie

1 2801
A 5602
/4 11204

7 19607

fiir den Agypter eine Addition bedentet (vgl. § 2), wihrend wir uns nur zu leicht zu einer multiplikativen Auffassung
verleiten lassen.

1) Demgemif muf die Bemerkung von Peet ([1], S. 78) aber twnw als ,difference of schare und ,common
difterence“ gerade umgekehrt werden.

2) Die Bemerkung Peet’s ([1], S. 61), die Verwendung des Wortes 2" als mathematischer Terminus sei ,a good
example of the concrete nature of Egyptian mathematics® scheint mir allerdings nicht stichhaltig zu sein, ebensowenig
wie man aus der Bezeichnung ,Mengenlehre“ auf den konkreten Charakter dieser Disziplin schlieBen kann. Im Gegen-
teile liegt gerade in der Verwendung eines so allgemeinen Ausdrucks wie ‘4" (vgl. auch das Determinativ!) ein gewisser
Gegensatz zu der sonst iiblichen konkreten Benennung der Zahlen. — Man beachte iibrigens die Verwendung von acer-

vum“ in ganz abstrakter Bedeutung in der von Sethe ([1], S. 121) zitierten Stelle Horat. Epist. I 6 34, 35. Ferner
neuerdings Gunn [2], 8. 124 u. S. 130.

3) Nr. 47, Peet [1], S. 87.
4) Vgl. auch Peet's Kommentar zu Nr. 56 ([1], S. 98).
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Eine kleine Gruppe von Beispielen des Papyrns Rhind méchte ich noch erwidhnen, um durch

sie das Gesagte zu illustrieren. Um das Fassungsvermigen eines kubischen Behilters der Linge
%) % 13 zu bilden und

erhilt V=75 (Nr. 44%)). Nr. 46 verlangt nun umgekehrt aus dem Fassungsvermogen 75 die

! =10 in einer bestimmten Mafeinheit zu erhalten, hat man V= (1 +

Dimensionen des Speichers zu bestimmen. Wie unrichtig es wiire, hier das Auftreten des Begriffes

2

der Kubikwurzel zu erwarten, zeigt die Rechnung, die der Formel I = (§ - 20 entspricht,

) s il
10-10
also zwar richtig I = 10 liefert, aber doch im allgemeinen keineswegs der Bestimmung einer dritten
Wurzel dquivalent ist. Nr. 46 wiederholt die vorangehende Aufgabe, aber mit ¥ = 25; und die

; : V :
angewandte Formel ist wieder [ = (% : 2()) q0.1p Was nun =34 —]3“ ergibt, so dafl der Behilter

die Dimensionen 10 >< 10 > (3 + —;) erhalten miifite.

Man sieht also: bei keiner der drei Aufgaben war die spezielle geometrische Gestalt von
wesentlichem Interesse; sie kommt nur so weit in Betracht, als sie eine einfache Bestimmung des
Volumens gestattet. So ist es auch garnicht die mathematische Bezichung des ,Volumen = {2 ¢,
welche den Sinn der Aufgabe ausmacht, sondern bloB das Ausdriicken des Fassungsvermdgens in
den richtigen Einheiten und das schematische Umkehren dieser Aufgabe. Fiir den Agypter

bildete also das Operieren mit dem Koeffizienten (1 + %) 2—10 den Kern der Aufgabe. Nicht die

Briicke zu den gestaltlichen Beziechungen, sondern die zu den MaBgrifen und Mafsystemen wird
durch diese Aufgaben geschlagen, die Griffith und Peet unter der treffenden Bezeichnung
,mensuration® zusammengefafit haben.

§ b. Der allgemeine Charakter der agyptischen Mathematik,

Obwohl ich in Kap. IT § 7 nach Behandlung der Bruchrechnung nochmals auf den allgemeinen
Charakter der dgyptischen Mathematik zu sprechen kommen werde, so michte ich doch auch dieses
Kapitel mit einigen zusammenfassenden Bemerkungen schliefien.

Die Beurteilung der igyptischen Mathematik hat #hnliche Schicksale erfahren wie die der
dgyptischen Kunst. Auch diese hat es sich lange gefallen lassen miissen, nur vom Standpunkt -
spiterer und fremder Entwicklung betrachtet zu werden — eine Tendenz, die notwendig zu Irr-
tiimern filhren mufte. Der Vergleich mit der Kunstgeschichte geht aber tiefer: ich demke vor
allem an H. Schiifer’s Untersuchungen?) iiber die Perspektive im #gyptischen Relief. Schiifer
hat dort gezeigt, daB es prinzipiell unrichtig ist, zu sagen, der Agypter hiitte nicht perspektivisch
zeichnen gekonnt; die Alternative ,kénnen“ oder ,nicht kinnen“ beruht auf einer unhistorischen
Problemstellung, die dem égyptischen Denken ganz ferne gelegen war. Der Agypter wollte gar
keine Perspektive, sie ist erst fiir unser Gefiihl die ,einzig richtige* Art der zeichnerischen Dar-
stellung; fiir den Agypter wiire sie geradezu falsch. Ganz #hnlich scheinen mir die Dinge zu liegen,
wenn man sagt, der Agypter hiitte nur mit 2 (abgesehen von 10) direkt multiplizieren ,kénnen‘.
Im Gegenteil: er wollte garnicht ,multiplizieren®, sondern sein Ziel ist gerade die Zuriickfiihrung
jeder anderen Operation auf ein additives Schema. Vom #gyptischen Standpunkt aus kann man
also nicht sagen, daB Multiplikation und Division nur unvollkommen entwickelt gewesen seien?),

1) Peet [1], 8. 84 ff.
2) Schifer [1].
3) Z. B. steht noch die Darstellung bei Erman-Ranke vollig auf diesem Boden ([1], S. 424 f.).
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sondern vielmehr, daf die Addition zu einem #uBerst leistungsfihigen Werkzeug ausgebaut war ).
Was die dgyptische Mathematik an Fortgeschrittenheit in unsern Augen verliert, gewinnt sie an
Einheitlichkeit.

Selbstverstiindlich handelt es sich bei allen diesen Dingen viel mehr um Eigentiimlichkeiten
des Volkscharakters als um eine beabsichtigte Entwicklung. Das Bewahren des Altiiberkommenen,
der Hang zum wohlgeregelten Schematismus, schlieflich die Einstellung anf das rein Niitzliche
sind die Momente, deren Ineinandergreifen ich schon im Vorangehenden zu zeigen versucht habe.

Von einer wirklich ,wissenschaftlichen* Mathematik kann also in Agypten keine Rede sein,
sie fiillt noch ganz in den Bereich der ,vorwissenschaftlichen® Periode, wie es Hankel so treffend
ausdriickt. Vor allem fehlt diesem Stadium der Begriff des ,Beweises und der ,Formel“, Be-
griffe, die aufs engste innerlich zusammenhiingen. Jede Rechnung ist eine spezielle Zahlenrechnung,
womit ein allgemeiner Beweis iiberfliissiz gemacht ist; die ,Probe“ tritt gewissenmafien an seine
Stelle?). Trotzdem scheint mir aber der Gegensatz der ,vorwissenschaftlichen“ Epoche gegen die
,wissenschaftliche® nicht in dem mangelnden Bediirfnis nach einem Beweise, sondern vielmehr
in dem Unterschied zwischen dem immer wiederholten praktisch-empirischen®) und dem abstrakten
Beweis zu liegen: die vorwissenschaftliche Periode hat noch nicht das ,ideale Element der Formel
adjungiert*). Den bewufiten Schritt zum Beweise haben erst die griechischen Mathematiker ge-
tan; und es ist wohl kein Zweifel, daB die geometrische Konstruktion nicht nur die Briicke zur
Empirie schligt, sondern andererseits durch die grofie Freiheit bei der Wahl der Annahmen
psychologisch die Rolle unserer allgemeinen Formel spielt.

Die ganze Geschichte der Mathematik wird beherrscht von einem Wechselspiel zwischen
Arithmetik und Geometrie. Ganze Vilker und Kulturen losen sich ab in ihrer Rolle an diesem Prozef;
sie ist nicht zu trenmen von allen anderen AuBerungen ihres Geisteslebens. Hermann Hankel
hat sein Werk zur Geschichte der Mathematik in diesen Rahmen gespannt; der Forschung der
seither vergangenen Dezennien haben wir es zu verdanken, wenn nun auch die Anfinge dieses
Schauspiels allmihlich klarer erkennbar werden. Bleibt man sich der Mangelhaftigkeit bewuft,
die jeder schlagwortartigen Klassifizierung historischen Geschehens notwendig innewohnt, so wird
man sagen diirfen, daf die élteste Phase mathematischen Denkens, die égyptische Mathematik,
p,arithmetischen® Charakter trigt, wenn auch nur auf einer primitiven Stufe, der Stufe der
unmittelbar aus dem Zihlen entwickelten Mathematik; ,more geometrico zu denken blieb einer
spiteren Zeit vorbehalten.

1) In diesem Sinne mochte ich auch die AuBerungen der Griechen verstehen, sie hiitten ihre Gieometrie von den
Agyptern gelernt. Bekanntlich sind sie ja wirklich in ihrem Zahlenrechnen aufs engste von dem iigyptischen Schema ah-
hingig gewesen. 'So konnen sie also tatsiichlich die Anwendung der Rechnung auf geometrische Probleme in Agypten ge-
lernt haben; nur ist dabei fir den Agypter die ,arithmetische“ Seite, fir den Griechen die geometrisch-gestaltliche
das Primire.

2) Vgl. Peet [1], 8. 22.

3) Diesem entspricht die ,Regel“, das ,mache es immer so wic in diesem Falle* (vgl. Pap. Rhind No. 61b (bei
Eisenlohr 61) und No. 66). Sie ist das Grundelement der Mathematik des praktischen Lebens.

4) Hilbert [1], S. 1741



Zweites Kapitel

Die agyptische Bruchrechnung.

Das Ziel des Folgenden ist es, unter Anwendung der im ersten Kapitel entwickelten Gesichts-
punkte den Aufban der #gyptischen Bruchrechnung, insbesondere die Stammbruch-Zerlegung mit
der sich der erste Teil des Papyrus Rhind beschiiftigt, aufzukliren. Es soll gezeigt werden, daf
es tatsdichlich moglich ist, aus der scheinbaren Willkiirlickeit dieser Rechnungen eine einfache Ent-
stehungsgeschichte heranszulesen.

§ 1. Vorbemerkungen.

Ehe ich mich meinem eigentlichen Thema zuwende, will ich in diesem Paragraphen einige
Bemerkungen vorausschicken, um nicht spiiter durch sie den Gedankengang unterbrechen zu miissen.

Zuniichst komme ich nochmals auf den Begriff der ,natiirlichen Briiche¢ zuriick, den ich
schon seiner allgemeinen Stellung nach in Kapitel I § 3 gekennzeichnet habe. Ich will nun hier,
wo dieser Begriff' sogleich in eine ganz bestimmte Beziehung zur Bruchrechnung treten wird, ver-
suchen, eine kurze Skizze seiner Entwicklung zu geben, wie sie mir jetzt im Zusammenbaug mit
dem Folgenden am wahrscheinlichsten scheint; ich bin mir aber wohl bewufit, daf damit nur ein
Rahmen gegeben sein kann, den auszufiillen die Aufgabe einer speziellen Untersuchung sein muf.

Als iélteste Gruppe von ,natiirlichen Briichen mochte ich 1/2, 1/3, 1/4 und die zugehtrigen
Komplementbriiche 2/3 bzw. 3[4 ansehen. Die letzteren sind die beiden einzigen Komplementbriiche,
denen auch in der hieroglyphischen Schrift (wenigstens in der iltesten Zeit) besondere Zeichen zu-
kommen !). Die Einfiigung des Gebietes der ,gebrochenen Zahlen® in die iibrige Mathematik ge-
schieht nun, wie wir sogleich sehen werden, durch sinngemiifie Ausdehnung des fiir die ganzen
Zahlen iiblichen dyadischen Schemas. Das Einsetzen dieses Algorithmus #duflert sich darin, daf
die natiirlichen Briiche einerseits in bestimmter Weise geordnet, andererseits um einige neume
vermehrt werden; geordnet in so ferne als nun die Briiche als enger zusammengehirig zu be-
trachten sind, die sich dyadisch aneinanderreihen lassen, d. h durch fortgesetztes Halbieren, oder
riickwirts gesehen, durch fortgesetztes Verdoppeln, aus einander hervorgehen; womit sofort eine
Erweiterung des Bruchgebiets verbunden ist. So entstehen aus dem urspriinglichen Komplex zwei
Grappen von Briichen, die ich kurz als die ,1/2-Reihe* und die ,1/3-Reihe* bezeichnen will: die
»1/2-Reihe“ ausgehend von 1,2, 1/4, iiber 1/8 fortschreitend zu 1/16, 1/32 usw.?), die ,1/3-Reihe“
bestehend aus 2/3, 1/3, 1/6, 1/12 nsw. Man sieht: der Komplementbruch 3/4 fiigt sich nicht mehr in
dieses Schema; in der Tat verschwindet er schon in sehr friither Zeit aus der Schrift ®); 2/3 tritt dagegen

1) Uber diese Ausnahmestellung von 2/3 und 3/4 vgl. Sethe [1], S. 91 ff,, S. 98, ebenso §. 81 f.
92) Uber 1/32 (,der neue Teil“) vgl. Sethe [1], S. 79 f.
3) Vgl. Sethe [1], 8. 98.
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vor 1/3 im Gegensatz zu der urspriinglichen auf das Zihlen begriindeten Reihenfolge, wie sie noch
in der Sprache erkennbar geblieben ist — wird doch 1/3 mit ,» 1% 2/3 mit ,» 2% bezeichnet'). In
der Mathematik, d. h. beim Rechnen, das ja die Ursache dieses Vorganges bildet, wird die Reihen-
folge 2/3 — 1/3 dermafien die herrschende, daf 1/3 immer nur durch Halbierung des fiir 2/3 be-
rechneten Wertes gefunden wird *). Schlieflich erhilt 1/6 keine selbstindige Rolle und tritt gleich-
wertig etwa neben 1/12%).

Damit haben wir ein Stadium der Entwicklung erreicht, wie es dem Papyrus Rhind zu
Grunde liegt; fiir diesen werden wir speziell als ,1/2-Reihe“ etwa die Briiche 1/2, 1/4, 1/8 als
»1/3-Reihe“ 2/3, 1/8, 1/6, 1/12 zu verstehen haben, eine Abgrenzung, die sich einfach durch die damit
erzielten Ergebnisse (vgl. § 2 und § 7) rechtfertigen lift. Eine Festlegung des Bereiches der natiir-
lichen Briiche in verschiedenen Epochen mufi sich vor allem auf eine Untersuchung der gleich-
zeitigen Metrologie (etwa nach dem Vorbilde von Griffith [2] und [3]) stiitzen. Man wird aber
nicht vergessen diirfen, daf die Entstehung der Rechnungen, welche im Papyrus Rhind (wenigstens
in den in § 2 und § 6 zu besprechenden Teilen) enthalten sind, einer ganz wesentlich fritheren Zeit
entstammen konnen, als die effektive Abfassung des Papyrus selbst (etwa Dyn. XII). Von grund-
siitzlicher Bedeutung bleibt fiir uns nur, dal das Gebiet der natiirlichen Briiche eine Unterteilung
erfihrt, die durch eine Art von mathematischem Schematismus bedingt ist und damit von dem ur-
spriinglichen Bereich zu dem der ,algorithmischen“ Briiche iiberleitet.

Neben den beiden Bruchreihen spielen die iibrigen Briiche nur eine sehr sekundire Rolle,
wenn sie auch im Prinzip noch den natiirlichen Briichen zuzurechnen wiiren. Der Bruch 1/10 ist
zwar durch das dezimale Schriftsystem ausgezeichnet und kommt auch tatsiichlich als Bruchteil bei
Mafgrifien?), sowie beim praktischen Rechnen vor?®); aber in der mathematischen Entwicklung als
solcher treten weder 1/10 noch das Doppelte, 1/5, besonders hervor. Ganz Ahnliches gilt auch von
1/7 oder 1/9. Die Ursache dieser Erscheinung liegt in der dominierenden Rolle, die dem dya-
dischen Algorithmus in der dgyptischen Mathematik zukommt. Sie ist etwa vergleichbar mit der
Bedeutung des Dezimalsystems in der Gegenwart; der hohe Glaubenseifer, mit dem ihm angehangen
wird, wenn auch nicht gerade auf Grund mathematischer Sachkenntnisse, mag vielleicht auch fiir
sein dgyptisches Seitenstiick kennzeichnend sein.

Ich schlieBe diese Vorbemerkung mit der Einfihrung einiger Bezeichnungen, die ich im Fol-
genden verwenden werde.

1) Vgl. auch Sethe [1], S.96f, wonach 2/3 wahrscheinlich eine Dualform ist. Vgl. Gunn [2], S. 125 (zu P. 15)

2) Die Bemerkung von Griffith [4], Text S. 16: ,1/3 could only be reached through halving 2/3% michte ich aber da-
durch modifizieren, daB ich auf das ykonnen“ nicht solches Gewicht legen mochte (vgl. Kap. I § 5). Vgl auch § 4, 8. 31.

8) Man konnte vielleicht versuchen 1/2, 1/3, 2/3 fir sich zu einer noch élteren Gruppe zusammenzufassen und damit
die besondere Bedeutung von % §b (sowobl fir ,1/4%, wie fiir ,rechnen“) in Zusammenhang zu bringen, etwa als Andeutung
des hier zuerst auf das Bruchgebiet angewandten Algorithmus. Gerade der Umstand, daf 1/3 und 2/3 mit » 1 und
r 2 bezeichnet werden, d. h. unter Verwendung des Wortes + (Mund), das dann fiir alle Stammbriiche in Gebrauch
kommt, scheint mir darauf hinzuweisen, daf die Bezeichnungen von 1/3 und 2/3 einer andern Epoche angehiren wie die
der ibrigen Briiche. Sonst wiire ja eine Inkonsequenz der Bezeichnungen wie » 1 = 1/8, » 2 = 2/8, aber » 5 = 1/56 usw. ganz
unverstindlich. — Eine entsprechende Veriinderlichkeit im Laufe der Zeiten besteht auch im Bereiche der ganzen Zahlen
(vgl. Sehte [1], S. 11 ff). Nach unten verfolgt hat vielleicht der Ausdruck des Plurals durch Dreimalsetzen (spiter

.1 fiir ETT:] d. h. ,die Gotter — vgl. S. 6) analoge Bedeutung (vgl. 8. 4, Anm. 3). Das ist selbstverstindlich spiter
1

in Vergessenheit geraten (Sethe [1], 8. 51, Anmerkg. 1).

4) Vgl. z. B. die Tabelle bei Griffith [3], 8. 410/11,

5) Z. B. Spiegelberg [1], 8. 10/11. — Auf die Aufgaben No. 1 bis 6 des Pap. Rhind (Peet [1], S. 50 ff) werde ich
in einer spiteren Arbeit zuriickkommen.

3%
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Ueber die Grundaufgabe der égyptischen Bruchrechnung, die Zerlegung eines ,gemischten®
Bruches in ,Stammbriiche“ und iiber diesen Begriff selbst habe ich schon in Kapitel I § 3 gesprochen.
Wenn also demnach fiir den #gyptischen Bruchbegriff eine Unterscheidung von ,Zihler¢ und
yNenner“ unwesentlich wird, so will ich mich doch dieser und #hnlicher moderner Termini bedienen,
um nicht zu dgyptischer Umstéindlichkeit gezwungen zu sein, was aber nie in sachlicher Hinsicht
mifiverstanden werden darf. — Wie schon dort bemerkt, ziihle ich auch 2/3 im allgemeinen zu den
Stammbriichen.

In dhnlichem Sinne spreche ich auch von ,Tabellen®, insbesondere von der ,2/n-Tabelle*, in
welche ich die ersten Rechnungen des Papyrus Rhind zur Zerlegung von Briichen der Form 2/n
in eine Summe von Stammbriichen zusammenfasse!). Ebenso werde ich auch von einer ,2/3-Tabelle*
oder einer ,Ergiinzungstabelle“ reden, will aber dabei die Frage unerirtert lassen, wieweit eine
solche Bezeichnung mit dem Zgyptischen Empfinden iibereinstimmen wiirde; daf aber z. B. in den
auf 1/10 beziiglichen Beispielen No. 1 bis 6 des Papyrus Rhind der Fall 10-1/10 = 1 nicht iiber-
gangen wird, spricht doch wohl fiir einen gewissen tabellarischen Charakter solcher Rechnungen.

Schlieflich will ich in diesem ganzen Kapitel eine Schreibweise anwenden, die sich im Ver-
laufe der Arbeit als sehr niitzlich herausgestellt hat. Ich werde nimlich in Anpassung an das

Agyptische an Stelle von -, immer a schreiben, aufler wenn ich mit diesen Grifen im modernen

Sinne gerechnet wissen will?). Dagegen soll die additive Verkniipfung, um eine Verwechslung mit
unserer Multiplikation zu vermeiden, durch ,+“ besonders gekennzeichnet werden?).

Fiir den Bruch 2/3 verwende ich das besondere Zeichen 3; ich schreibe also beispielsweise
3+3 =1, — Einige weitere Bezeichnungen sollen an spiterer Stelle hinzugefiigt werden.

§ 2. Der erste Teil der 2/n-Tabelle.

Den Ausgangspunkt der weiteren Untersuchung bildet die folgende Uberlegung: bei. dem
additiven Grundcharakter der dgyptischen Mathematik, bei dem Fehlen einer selbstéindigen Division,
kann man zu einem Verstindnis der Bruchrechnung nur dadurch zu gelangen hoffen, daf man ver-
sucht, auch sie von einem additiven Gesichtspunkt aus zu erkliren. Dabei wird man erwarten
diirfen, daf die Eingliederung der Bruchrechnung in die iibrige Mathematik moglichst schematisch
vorgenommen wurde, also insbesondere, soweit als moglich, nach der ,dyadischen“ Methode.

Uber die begrifflichen Grundlagen der Stammbruchzerlegung habe ich schon in Kapitel I
gesprochen und darauf hingewiesen, daf eine Zerlegung 2% = n+#% als ,trivial* von vorneherein
nicht in Betracht kommt. Wie wird man sich also zu helfen suchen, wenn man das Doppelte eines
Stammbruches mit Hilfe beispielsweise zweier anderer Stammbriiche darstellen will? Kann man

1) Plate A bis D bei Peet [1] (abgesehen vom Titel); Kommentar §. 33 ff.

2) Ich méchte auf die groBe suggestive Kraft hinweisen, die einer solchen AuBerlicheit innewohnt. Erst durch
diese Schreibweise und die der &#gyptischen Art angepaBte Verwendung von zweierlei Tinte konnte ich es vermeiden,
dauernd in den uns gewohnten Algorithmus zuriickzufallen. Statt dessen habe ich natiirlich immer wieder die Schreib-
und Rechenfehler gemacht, die uns auch im Pap. Rhind begegnen. Es ist ja oft auf deren Fiille hingewiesen worden;
aber nach allem was wir sonst von der Fliichtigkeit iigyptischer Schreiber gewohnt sind, und nach meiner eigenen Er-
fahrung tbersteigen sie sicher nicht das zu erwartende MaB. FEine nicht sehr sorgfiltig gesetzte erste Fahnenkorrektur
einer mathematischen Arbeit ist meist nicht viel besser zu bewerten als die Leistung des alten Schreibers.

3) Die jeder Systematik Hohn sprechende Bezeichnungsweise, wie sie allmiihlich in Arbeiten zur Geschichte der
Mathematik iblich geworden ist, findet sich leider auch in dem sonst so ausgezeichneten Werke von Peet. So soll

2 1 . 1 1 iy . 1 1
1? * heifen : (1 —1—3) - 3 und dies unmittelbar neben ?+A15 !
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vielleicht dadurch zum Ziele kommen, daf man das ,Verdoppeln® der Multiplikation sozusagen nach
der anderen Seite fortsetzt, d. h. von 2%, wenn schon nicht zu dem ,trivialen® Bestandteil 7, so
doch zu dem niichsten Gliede der dyadischen Kette, nimlich 2#% iibergeht? Ein solches Fort-
setzen des dyadischen Schemas ist ja aufierdem etwas von allem Messen und Wigen ganz Ver-
trautes. Kann man also 27 etwa aus 27 und einem geeigneten andern Stammbruch so zusammen-
setzen, wie man dies mit 3a und 2a+1la zu tun gewohnt ist? Nur werden jetzt Briiche an die
Stelle der ganzen Zahlen treten miissen?'), die einfachen Elemente, die ,natiirlichen Briiche“, werden
zum Aufbau der komplizierteren dienen.

Soll ein solches Verfahren zum Ziele fiibren, so muff 2% = 2w 4 m werden, wo 7 irgend einen
geeigneten Stammbruch bezeichnet. Machen wir uns klar, was dies fiir den Agypter bedeutet.
Fiir jedes bestimmte i bewegen wir uns im Gebiete der ,n-tel“ als Objekte des Zédhlens. Soll nun,
um zu 2% zu gelangen, ein solcher Bruch verdoppelt werden, wihrend man andrerseits versucht
mit 2% zu operieren, so handelt es sich also um den Aufbau der Anzahl 2 dieser # aus zwei
Bestandteilen, niimlich 2 und 1+2. Soll aber die Zerlegung von 2% nicht doch in die ,triviale
2% = 2u+n+2r = n+n zuriickfallen, so mufi der Ausdruck (1+§)ﬁ fiir sich allein — ich
nenne ihn kurz den ,Erginzungsterm® im Gegensatz zu dem , Hauptglied® 2 ®) — zu einem Stamm-
bruch 7 fiihren, Oder #gyptisch ausgedriickt: 2% d.h. das Doppelte eines n-tels, 1dBt sich dann
als Summe von zwei Stammbriichen darstellen, deren einer 2i, d.h. die Hilfte dieses n-tels, ist,
wenn man einen Bruch # so finden kann, daf 142 = im-n also das n-fache dieses m-tels wird.
Mit einer derartigen Relation beginnen in der Tat die sdmtlichen Rechnungen zur ,2/nz-Tabelle
des Papyrus Rhind 9).

Lassen wir aber zuniichst die #gyptische Rechenweise beiseite und fragen uns, wann iiber-

haupt eine solche Methode zu einem Ergebnis fithren kann. Um % in der Form -2—1;@—+% dar-

stellen zu konnen, mufl

Bl 8L

n 2n 2n m
werden, d.h. es mufl n durch 3 teilbar sein. In Tafel I habe ich die 2/n-Tabelle des Papyrus
Rhind, die von » = b bis » = 101 lduft, wiedergegeben?); ihr entnimmt man, dafl die obige Zer-
legung in allen Fillen, wo sie iiberhaupt moglich ist, ausnahmslos angewandt wird®). Damit sind
also die Zahlen n — 9, 15, 21, 27, 33, 39, 45, b1, 57, 63, 69, 75, 81, 87, 93, 99 erledigt.

Ohne vorerst wieder auf die dgyptische Ausdrucksweise zuriickzukommen, will ich sogleich

den einmal eingeschlagenen Weg weiter verfolgen. Soll eine Zerlegung mit Hilfe des niichsten

1) Wie weit die Gleichartigkeit in der Behandlung von ganzen Zahlen und Briichen geht, zeigt z.B. Pap. Rhind
No. 61b, wo es heiBt, man solle das zweifache und sechsfache von 1/5 nehmen (&r A[r]-k sp-f 2 spaw 6-f) um 2/3 von
1/5 zu erhalten (statt das 1/2 fache bzw. 1/6 fache).

2) Die Bezeichnungen ,Hauptglied und ,Erginzungsterm® werde ich ibrigens gelegentlich auf die entsprechende
Zerlegung der Zahl 2 selbst (also hier 2 bzw. 1 - 2) anwenden. Inshesondere gilt dies fiir die Tafeln.

3) Dies gilt auch firr 2/3. Die Bemerkung von Peet ([1] S. 38) ,No proof is necessary“ ist unrichtig und beachtet
nicht die 2 im Original. Sowohl der Papyrus Rhind wie die Kahun-Papyri geben hier 3 B 2 an und dieses steht in
genauer Parallele zu den ,Beweisen“, wie sie in ganz stercotyper Form in den Kahun-Papyri gegeben sind, =z B.
5 3 14+3 16 3, was sowiel heiBt wie

=
<
l

|
o

2 i = =
?:34-1 ,  denn 8 = (1+43)5,

Ganz ebenso bedeutet 3 3 2
— = 8, denn 3 = 2.3,

4) Vgl. die Tafeln am Ende der Arbeit. Teilbarkeit durch 3 heifit also Hauptglied 2 und Erginzungsterm 1-- 2.
5) 3 bleibt unzerlegt. Uber die Zerlegung 3 = 2 4 6, die sich ebenfalls unserer Regel figt, vgl. spiter (§ 6).
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Bruches der 1/2-Reihe, mit 4, moglich sein, d. h. soll

20 = 4dn+m
sein, so mul} also
B e
n 4n 4n 2w

d.h. n durch 7 teilbar werden. Wie Tafel I zeigt, ist diese Zerlegung unter den noch iibrigen
Zahlen angewandt bei 7, 49, 77, nicht aber bei n = 385 und 91, zwei Zahlen, die wir als ,Aus-
nahmezahlen® zu bezeichnen haben; in § 6 werde ich noch auf sie zuriickkommen.

Geht man in der 1/2-Reihe noch um einen Schritt weiter, d. h. versucht man 8 zur Bildung
des Hauptgliedes zu verwenden, so erhiilt man nichts Neues, da man nur auf Teilbarkeit durch 15
gefiihrt wird, was also bereits durch den ersten Fall umfaBt wird. Auch fiir 16 gilt Entsprechendes.

Die Zerlegung in Stammbriiche war bisher nach dem Prinzip erfolgt, das fiir die ganzen
Zahlen iibliche Schema mutatis mutandis auf das Bruchgebiet auszudehnen, wobei die Briiche der
1/2-Reihe die Rolle der ,Kennziffern iibernahmen: statt mit 2n, 4%, 8n rechnet man eben mit
27, 47, 87. Aber dieses Verfahren findet mit dem Gebiete der natiirlichen Briiche seine Grenze:
man hat nicht die mathematische Tendenz etwa rein dyadisch zu entwickeln, sondern man will
kompliziertere Bildungen mit Hilfe einfacherer ausdriicken, wenn es sich auch nicht ganz vermeiden
liBt, das Gebiet des ,Algorithmischen® zu betreten. Der Bereich der natiirlichen Briiche ist aber
mit der 1/2-Reihe nicht erschépft; neben sie tritt noch die 1/3-Reihe, diesmal sogar im engeren
Sinne verstanden, da 3 wegen seines Zihlers 2 nicht als Hauptglied in Betracht kommt. An 2,
4m, 87 schlieBen sich also nun Zerlegungen mit 37, 6 7, 12 7.

Ein Hauptglied 37 fiilhrt wegen

i b 1

. Bn  Bm. wm
auf Teilbarkeit von » durch 5. In der Tat sind 5, 25, 65 und 85 so zerlegt, wiihrend 55 und 95
einstweilen noch ,Ausnahmen bleiben. Das Rechnen mit 67 verlangt Teilbarkeit durch 11, wofiir
nar noch 11 selbst und eben 55 iibrig sind. In der Tat sind beide Zahlen so behandelt; 55 ist
also nur von der Zerlegung mit 3 in die mit 6 geraten. Schlieflich ergibt das Hauptglied 127
die Zerlegung von 2.23 wie es auch sein soll.
Wir haben nun beide Reihen natiirlicher Briiche erschopft; die erste Tabelle in Tafel 1T
stellt die zugehirigen Fiille nochmals zusammen.
Es liegt auf der Hand, wie man jetzt weiterzugehen hat. Wie beim Rechnen mit ganzen
Zahlen fafit man die einfachsten Elemente additiv zusammen und sieht nach, was sich derart aus-
driicken ldfit. Man wird also versuchen etwa

27 = 2a44a+m

zu bilden. Der Stammbruchcharakter des Ergiinzungsterms 7 verlangt dann wegen
i S b

#n \2n " 4n)  4n m

Teilbarkeit von » durch 5. Ein solches n gestattet aber bereits die einfachere Zerlegung mit dem
Hauptglied 3#4. Dagegen liefert 47 +87 die Zerlegung von 2-13. Untersucht man in dieser
Weise alle durch Kombination von zwei Gliedern der 1/2- und 1/3-Reihe zu erhaltenden Fille, so
ergibt sich die zweite Tabelle von Tafel II. Wie man aus dieser entnimmt, ist eine Reihe von

Fillen bereits durch Tabelle I iiberfliissig geworden, dagegen werden erst jetzt die Zahlen 13, 17,
19, 37 und 41 erfaBt. Dazu kommt noch 2-95, das mit einem Hauptglied 4-9546-95 zerlegt
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wird an Stelle des einfacheren 3.95. Damit ist also auch die zweite Ausnahmezahl aus Fall 1.4)
untergebracht. Dagegen erscheint 43 (zu 8412 gehorig) als Ausnahmezahl; es ist eben 8412
schon eine ziemlich extreme Kombination?).

Im Prinzip kinnte man noch weiter gehen und dreifache Hauptglieder verwenden. Dabei
zeigt sich aber, daB von den 20 mbglichen Kombinationen nur vier (oder streng genommen nur
zwei) nicht schon in den fritheren Fillen enthalten sind. s ist dies einerseits die Zerlegung

sowie die beiden weiteren mit 248412 bzw. 4+8 +3 im Hauptglied, die auf n = 31 fiihren,
aber beide nicht angewandt sind; das Durchprobieren solcher dreigliedriger Aunsdriicke setzt eben
schon zu viel Systematik voraus. Wir miissen also auch 31 den ,Ausnahmezahlen® zuzihlen.
Schlieflich erscheint noch die Summe

2.101 = 2.101+-8-101+6-101 4101,

die der ,trivialen“ Zerlegung iiquivalent ist, da ja gerade die Relationen 246 = 3, 843 = 1
dem Agypter ganz geliufig sind. Offenbar gingen hier alle Hilfsmittel zu Eade; in der Tat hat
das bisher geschilderte Verfahren jetzt seine Grenzen erreicht; die noch iibrigen Zahlen sind diesem
Schema nicht mehr zuginglich?).

Fassen wir unsere, zuniichst rein #uBerlichen Ergebnisse zusammen, so kinnen wir sagen:
Soweit es iiberhaupt miglich ist, erstheint das angegebene Verfahren angewandt®); nur vier wirk-
liche Ausnahmen, nimlich » = 31, 35, 43 und 91 sind zuriickgeblieben. Aber von selbst ist noch
eine zweite Gruppe von Zahlen ausgesondert, nimlich 47, 53, b9, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89 und 97,
also 11 Zahlen, die ich — zusammen mit den vier anderen — kurz als die , Ausnahmezahlen® be-
zeichnen will*). In § 6 werde ich noch ausfiihrlich auf sie zuriickkommen.

Unsere niichste Aufgabe wiire es jetzt, wenigstens fiir den soeben besprochenen Hauptteil
der 2/n-Tabelle, die Frage zu beantworten, wie sich fiir den Agypter eine Rechnung vollzog, die
hier zuniichst ohne besondere Riicksicht auf dgyptische Denkweise dargestellt wurde. Aber zu ihrer
Behandlung miissen erst weitere Eigentiimlichkeiten der idgyptischen Bruchrechnung beriicksichtigt
werden, denen ich mich nun zuwende.

§ 3. Die erste Art von $km-Rechnung.

Ich habe schon erwiihnt, daB der Agypter, um 7 viermal zu nehmen, die folgende Rechnung
durchfiihrt

1 7
X 2 14
s 4 28,

1) Uber die Rolle von 12 vgl. auch § 7.
2) Gunn ([2], S. 128f.) meint, daf diese Zerlegung von’ _1(2)*1" vielleicht das Muster fiir alle weiteren Zerlegungen

(itber 99) abgegeben habe, was mir in der Tat sehr gut moglich zn sein scheint.

3) Es sind dies 34 Zerlegungen von 49 iiberhaupt.

4) Zufillig (d. h. mit guten mathematischen Griinden) sind diese 11 Zahlen simtlich Primzahlen. Es ist aber
klar, daB dieser Begriff in Agypten noch keine Rolle gespielt hat. — Eine solche, sich von selbst ergebende Ausnahme-
stellung gewisser Primzahlen hat vielleicht auch Eisenlohr, der bereits die Teilbarkeitseigenschaften der Bruchnenner
untersucht hat (vgl. Eisenlohr [2], 8. 121, S, 28 ff, allerdings ohne jede Beziehung zn dem dyadischen Verfahren) dazu
verleitet, die Primzahlen iiberhaupt besonders zu betrachten. Ks ist dies ein volliges Verkennen historischer Mig-

lichkeiten.
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wo die ,Kennziffern® links abzéhlen durch wievielfaches Setzen der ersten Zahl (hier 7) — ich habe
sie in Kapitel I geradezu als ,neue Einheit“ bezeichnet — die Zahlen jeder weiteren Zeile aus der
ersten entstanden sind. Gehen wir nun zum Gebiet der Briiche iiber, so stehen z. B. 28, 14, 7 zu
einander in der Beziehung, daf die Verdoppelung von 28 zu 14, die von 14 za 7 fiihrt; die
Reihenfolge derabzihlenden Kennziffern hat sich alsojetztumgekehrt; 28 wird
zur Eivheit, 7 erhiilt das Gewicht 4. Wir bewegen uns damit nicht auf dem Gebiet rein theo-
retischer Uberlegungen: die Rechnungen des Papyrus Rhind enthalten in der Tat mehrfach solche
den eigentlichen Kennziffern entgegenlaufende Zahlenreihen, die ich von nun an als , Hilfszahlen®
bezeichnen werde') und (in Nachahmung der besonderen roten Schrift im Papyrus) durch fette
Typen hervorhebe?®). Dann haben wir also

1 7 4
2 14 2
4 28 1.

Es ist hiernach klar, daf im Prinzip der Bruch mit dem griften Nenner die Hilfszahl 1 erhilt; wir
werden aber bald sehen, in welcher Weise von dieser urspriinglichen Regel abgewichen wird. —
Aber auch im praktischen Leben kann man die Bedeutung dieser Hilfszahlen - Rechnung erkennen.
Wie Lepsius®) gezeigt hat, werden die Monatstage derart mit Hilfe von Stammbriichen ausgedriickt,
daf 1/30, d. h. ein Tag, zur Einheit des Zihlens wird (dem also die Hilfszahl 1 zukommt). Dann
bedeutet z. B. 3410430 den 24., was nach Einfiihrung der- Hilfszahlen 20 +3 + 1 ganz evident
ist; ebenso ist durch 83415 d. h. 10 4+ 2 der 12. Tag gegeben®).

Ohne mich an dieser Stelle mit Fragen aufzuhalten, die sich an das Rechnen mit Hilfszahlen
kniipfen, wende ich mich jetzt einer Gruppe von Rechnungen des Papyrus Rhind zu, die Peet als
ofirst group of completions ($km)“ zusammenfaBt, und die nach der Eisenlohr'schen Zihlung die
Nummern 7 bis 20 tragen®). Dabei werde ich zunichst von den Hilfszahlen absehen, um sie danach
um so entscheidender heranzuziehen.

Ich beginne mit Nrv. 11. Dort steht

Nr. 11 verbessert: 14

| o =

18 in 28 zu verbessern ist unterlassen, aber die Summe ist richtig mit 4 angegeben®). Modern aus-

7
Hieran schliefen sich nun einerseits Nr.7,7b, 10 und 9, andrerseits Nr. 1'2, 13 und 14, 15.
Nr. 7 und 7b?) launten

gedriickt haben wir also hier die Berechnung von (1 +%+é)l angegeben.

1) Hultsch [1] redet von ,Hilfseinheiten®.

2) Ich setze sie allerdings zur Platzersparnis meist rechts, nicht unter die zugehdrigen Zahlen,

8) [1], insbesondere S. 102 ff. — Ich verdanke Prof. Sethe den Hinweis auf diese Arbeit.

4) Ahnliches gilt fiir die Einteilung der Elle. Interessant ist hier die Abweichung im Fall des Komplementbruches
23/24, der ,23 statt ,3 - 6 + 8¢ heiBt (Lepsius [1], S. 108 £.).

5) Fiir den hieratischen Text vgl. Eisenlohr [1], Tafel IX. — Diese Aufgaben enthalten iibrigens besonders viele
Tliichtigkeitsfehler, auf deren, meist schon von Peet gegebene Verbesserung ich aber doch eingehen mufB. Im allgemeinen
gebe ich dann die Rechnungen immer in ihrer richtigen Form wieder. Eine Zusammenstellung findet sich auf Tafel IIL

6) Vgl. Peet [1], S. b5.

7) Sie unterscheiden sich nur durch Weglassung einiger Hilfszahlen in 7 b.
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4428
84 b6

16 +112

Summe 2

4 428 ist die der 2/n- Tabelle entsprechende Zerlegung von 2/7, so daB wir hier das Resultat von

Nr. 7,7b

Ws| po| =

(1 +%+%)% vor uns haben. Dazu kommt noch Nr. 10 mit

1 4428
Nr. 10 L o]
4 9 (mio)
Summe 2

also, abgesehen von Schreibfehlern’) nochmals dasselbe Ergebnis.
Schlieflich Nr. 9

1 2+10
Nr. 9 ] 4420
1 8+50
Summe 1.
Das Erscheinen einer Summe 1 verlangt eine Verbesserung?®) in
1 2+14
2 4428
4 8+56
Summe 1

also in (1 +%—+i)%

Wie wir bisher 1/7, 2/7, 4/71 aus einander abgeleitet haben, so handeln Nr. 12, 13 bezw. 14,
15 von 1/14 und 1/28.
Nr. 12 lautet

i 9 verbessert: 14
Nr. 12 g 28 (verbessert aus 18)
4 36
Summe 8
muf also eigentlich -
i/ 14
¥ 28
4 56
Summe 8
Beilen %) radd Bndelé: o (1 +%+£)ﬁ 5 el Ansohlng an Beddl,
Nr. 13 dagegen e Yy
1 16 4112
Nr.13 2 32 + 224
4 64 + 448
Summe 8

ist aus Nr. 7 (welche sich auf 2/7 bezog) durch Vervierfachung der Nenner entstanden.

1) Vgl. Peet [1], S. 55.
2) Peet [1], 8. 55.
8) Peet [1], 8.56. Vgl. anch Nr. 14.
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An Nr. 12 schliefit sich Nr. 14 mit

1 18

Nr. 14 9 36
4 72

Summe 16.

Es ist originell zu sehen, wie die Verdoppelung ganz schematisch vorgenommen wurde: der An-
fangsfehler 1 9 aus Nr. 12 ist einfach hierher fibernommen, obwohl das Resultat richtig dasteht.
Nr. 14 sollte ndmlich lauten?)

1 28
2 56
4 112
und gibt (1—|— ;——1—%) %3 an. Dasselbe leistet wieder Nr. 15 im Anschluff an Nr. 13
1 324228
Nr. 15 2 64 + 456
4 128 4+ 912
Summe 16.

Der Text bemerkt hierzu ,falsch® und hat recht damit; es sollte 224 statt 223 heifen. Dann
ergibt sich ?)
324224
64 4 448
128 4 896
Summe 16,

| po| =

Damit haben wir also folgende Tabelle gewonnen: (1 +%+i) wird kombiniert in

Nr. 9 mit  4/7
Nr. 7,7b, 10 , 27
Nr. 11 PR
Nr. 12, 13 7
Nr. 14, 15 » 1/28.

Die eben dargelegten Zusammenhiinge lassen sich aber noch weiter verfolgen, sobald man
die bisher beiseite gelassenen Hilfszahlen beriicksichtigt, die sich bei einigen dieser Rechnungen
finden. Gehen wir nochmals zu Nr. 7 zuriick, so lautet diese Rechnung ausfiihrlicher so:

1 4 + 28
7 1
2 8 + b6 1.1y 8
i 342 2 1+g+g) 7
4 164 312
14244 4

Die erste Zeile enthilt also gerade solche Hilfszahlen, wie sie nach den einleitenden Bemerkungen
dieses Paragraphen als urspriingliche anzusehen sind, némlich ganze Zahlen. Die weiteren Zeilen

1) Peet hat die Notwendigkeit dieser Korrektur iibersehen. — Indessen hat auch Gunn in seiner ausfithrlichen
Anzeige von Peet’s Edition diese Verbesserung vorgenommen ([2], S. 129 f.). Uberhaupt hat Gunn die Zusammengehorigkeit
der einzelnen Rechnungen dieser Gruppe in der Reihenfolge erkannt, wie ich sie im Folgenden angebe. Gunn’s Arbeit ist
mir erst nach Abschlufi meiner eigenen bekannt geworden.

2) Peet [1], 8. 56.
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gehen dann aus dieser ersten, samt ihren Hilfszahlen, durch schematische Ausfilhrung des
Halbierens hervor, wie es die Kennziffern 2 und 4 angeben. Wir sehen also hier ganz deutlich
vor uns, wie der dyadische Algorithmus von einem einfachen Ausgangspunkte aus zu neuen
Bildungen iiberleitet. In Nr.7b ist diese Rechnung nochmals wiederholt, nur sind die Hilfs-
zahlen der beiden ersten Zeilen vergessen. Aber wir kinnen mehr sagen: an Stelle von Nr. 7b
sollte eine andere Rechnung stehen, die uns fehlt. Die Rechnungen Nr. 13 und 15 zeigen niimlich
das folgende System der Hilfszahlen -

| R R 4 d hk-A

Nr. 13 2+4+ 8 8 (1 Wk 4) 14’
4+8+16 16

24 A0, 8 UL e

Nr: 15 ' 44+ 8+16 16 (]+§+’4‘) =

§+16+32 32
Man sieht: Diese Zahlen sind nicht nur Zeile fiir Zeile auseinander schematisch entwickelt,
sondern Nr. 15 als Ganzes ist die Hélfte von Nr. 13 — und diese genau ein Viertel von Nr, 7,
so wie 1/28, 1/14 und 2/7 auseinander hervorgehen '). Es fehlt also das zu 1/7 gehirige Zwischenglied
(mit Riicksicht auf Spiteres bezeichne ich es mit [Nr. 11b]):

1 8 + b6
' 34+ 12
2 16 -+ 112 o e
Nr. 11b ‘ Ea s (1 1 _)_
o 1+2+4 4 NORE N
£ 32 + 224
2+4+8 8

an dessen Stelle Nr.7b getreten sein mag.

Nachdem so die Nummern 7, [11b], 13, 156 in eine feste Reihenfolge gebracht sind, lassen
sich nun auch leicht die iibrigen Nummern einordnen. Nr.11, 12 und 14 stehen dadurch in offen-
barem Zusammenhang, daf sie unmittelbar von 1/7 ausgehen und nicht die Zerlegung von 2/7 wie
Nr. 7 beniitzen. Nr. 11 und 12 zeigen keine Hilfszahlen, wohl aber Nr. 14, und zwar in folgender Art

1 28 1
-4 BRue LG
4 112 4

also in scheinbar zweckloser Reihenfolge, da sie ja mit den Kennziffern identisch sind. Beriick-
sichtigt man aber den Ubertragungsmechanismus, den wir soeben bei den anderen Rechnungen
kennen gelernt haben, so miifite durch Verdoppeln riickwiirts iibertragen Nr. 12 lauten:

1 14 2

2 28 1

4 56 2
und schlieBlich Nr. 11:

1 7 4

2 14 2

4 28 1.

1) DaB Peet dieser Zusammenhang giinzlich entgangen ist, beweist z. B. seine Bemerkung zu Nr. 13, wo er ver-

langt, man hitte 448 statt 28 als L.C.M. nehmen sollen !
4%
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Hier stehen jetzt genau diejenigen Hilfszahlen, die wir bei einem urspriinglichen Schema anzu-
nehmen haben (vgl. 8. 24). Damit ist also die Zusammengehtrigkeit der Nummern 11, 12 und 14
neuerlich bewiesen und gezeigt, daf man wohl das Recht hat, in jeder der vorkommenden Rech-
nungen Hilfszahlen zu ergénzen. Dann sind aber auch Nr.10 und 9 sogleich an ibren Platz zu
setzen. Nr. 10 ist ein drittes Exemplar von Nr. 7, wihrend Nr. 9 daraus durch Verdoppelung her-
vorgeht. Die hiermit erhaltene endgiiltige Anordnung habe ich auf Tafel I1I zusammengestellt.

Aber welches ist der Sinn dieser Tabelle? Gehen wir von der einfachsten dieser Rechnungen
aus: Nr.11. Hier ist das Prinzip der Rechnung und ihrer Hilfszahlen noch klar ersichtlich: es
handelt sich um die Kombination von 7 mit 1 +2 + 4 oder, wenn wir uns des im vorigen Para-
graphen Gesagten erinnern, gerade um die Berechnung des zur Zerlegung von 2/7 ge-
horigen Ergidnzungstermes. Ich bezeichne daher unsere Tabelle als die ,Erginzungs-
tabelle* zu 2/7.

Mit dieser entscheidenden Bemerkung eriffnet sich uns ein erster Einblick in die tatsichliche
Berechnung der 2/n-Tabelle. Wie wir wissen, ist das zu 2/7 gehorige Hauptglied mit 4 zu bilden,
wiihrend etwa das Rechnen mit 2 erfolglos bleiben muB. Die Entscheidung bringt der Ergiéinzungs-
term; rechnet man mit 4.7 als Hauptglied, so ist dieser (1+2+4) 7. Nr. 11 zeigt, wie die
Addition der Hilfszahlen in dieser Rechnung eine Summe 7 (bezogen auf 28 als neue Einheit) er-
gibt, woraus folgt (vgl. § 4), daB 4, also ein Stammbruch, der Wert des Ergiinzungsterms ist. Nun
ist das Hauptglied leicht berechnet, in dem 1/4 von 7 gebildet wird, also zuniichst 1/2, dann 1/4.
Nr.12 und 14 fithren dies durch, indem dabei die ganze Ausgangsrechnung schematisch mit-
gefilhrt wird, was zwar wenig praktischen Wert hat, aber doch in jedem einzelnen Schritt das
Resultat bestitigt. So ergibt sich die Zerlegung 4 4 28. Aber damit ist dem Agypter nicht ge-
nug. Ist 4 +28 ,wirklich* die Zerlegung von 2/7, so muf sich dies auch aus den Hilfszahlen er-
geben, wie man sie verwenden miifte, wenn 44 28 fiir sich addiert werden sollten. Dann muf
also 28 die Hilfszahl 1 bekommen, 4 die Hilfszahl 7 wie es in Nr.7 geschieht. Und nun wird die
ganze Rechnung nochmal nach beiden Seiten mit diesen Hilfszahlen durchgefiihrt'), was selbst-
verstiindlich immer wieder die Zerlegung in Hauptglied und Erginzungsterm 4 + (1424 4) er-
kennen lifit. Der Schlufieffekt liegt wohl in Nr. 9, wo sich 1 als Resultat der Vervierfachung der
1/7-Rechnung ergibt, wibrend die Hilfszahlensumme 28 betrigt. Solche Hilfszahlenadditionen sind
uns mehrmals erhalten; auf einen ganz ihnlichen Fall werden wir sogleich zu sprechen kommen.

Bevor ich mich dem restlichen Teil der $km-Rechnung zuwende, will ich auf diese Be-
zeichnung selbst eingehen. skm heifit etwa ,voll machen®, ,ergéinzen“ und wird auch als mathe-
matischer Terminus in dieser urspriinglichen Bedeutung gebraucht, z. B. in der ,zweiten Gruppe®
von Ergiinzungsrechnungen (Nr. 21 bis 23), wo etwa 3 + 5 zu 1 ,ergiinzt* werden soll. Nachdem
wir die Beziehung der soeben besprochenen Rechnungen zur 2/n-Zerlegung erkannt haben, zeigt
sich, daf auch hier die Bezeichnung ,Erginzungsrechnung* villig berechtigt ist, handelt es sich ja
doch hier gerade um die Bestimmung eines ,Erginzungstermes“ einer solchen Zerlegung: 142 +4
erginzt das Hauptglied 4 zu 2. Wir sehen also hier bestitigt, daB sich die #gyptische Termino-
logie an den sachlichen Inhalt einer Rechnung anschliefit, nicht aber an die spezielle mathematische
Gestalt. Andererseits werden natiirlich gerade durch solche Ausdriicke auch innere Beziehungen
fiir uns erkennbar.

1) Man hat es also hier gewissermafien mit einem Analogen zur zweimaligen Berechnung der Summe der ,geome-
trischen Reihe? in Nr. 79 (vgl. Kap.1 § 4 Anmerkg. 4 S. 14) zu tun. — Auf die Beziehung zwischen ,Probe“ und ,Be-
weis“ habe ich schon Kap.I § 5 hingewiesen.
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Es bleibt noch iibrig, die letzten der skm-Rechnungen, d.h. die Nummern 8 und 16 bis 20
zu untersuchen. Thre Anordnung zu einer Tabelle ist auf Grund &hnlicher Schliisse, wie ich sie
oben bei der 2/7-Ergiinzungstabelle ausfiibrlich dargelegt habe, leicht zu bewerkstelligen: ich habe
das Resultat in Tafel III, 2 angegeben. Damit ist die ,erste Gruppe* von skm-Rechnungen des
Papyrus Rhind gerade erschopft.

Welche Bedeutung hat aber nun diese neue Tabelle? Die erste Schwierigkeit ist, daB
143+3=2 doch nicht in einem Ergiinzungsterm fiir 2 auftreten kann. Ferner: Auf Grund des Hilfs-
zahlensystems 1, 2, 3 von Nr. 18 hat man offenbar diese Rechnung als Ausgangspunkt zu betrachten.
Dort wird aber mit 6 gerechnet, also mit einem Bruch eines geraden Nenners, was wieder nicht
zu einer 2/n-Zerlegung passen will. Aber die Verwendung des Terminus skm und die Analogie
zur 2/7-Ergiinzungstabelle lassen doch keinen Zweifel iiber eine Beziehung zur 2[n-Tabelle. Und
eine solche besteht in der Tat.

Die 2/n-Tabelle selbst beginnt mit 8, zerlegt diesen Bruch aber nicht weiter, sondern be-
trachtet ihn offenbar als selbstindige Einheit; andrerseits ist die Relation 3 — 2+ 6 eine in der
ganzen idgyptischen Mathematik immer verwandte Zerlegung, auf die wir auch noch zuriickkommen
werden. Schlieflich ist die Reziprozitit zwischen 3 und 1+ 2 eine wohlbekannte, wie viele Bei-
spiele beweisen?).

Wir betrachten nun den Fall einer 2/n-Zerlegung, wo mit 2 im Hauptglied, also mit 142

45
im Erginzungsterm gerechnet wird. Dann muf, damit die Zerlegu'ng funktioniert, — ity ein
Stammbruch werden oder, igyptisch aufgefaBt: es muf sich @ in die Form 3. setzen Jassen; und
n =9 ist, wie wir wissen, die erste Zahl, die (nach 3) hierfiir in Frage kommt (Tafel 1I, Fall I, 1).
Nimmt man noch die Relation 3 = 2+ 6 hinzu, so entpuppt sich schlieflich unsere Tabelle als
eine zur Zerlegung von 2/9 gehirige Ergiinzungstabelle, ganz ihnlich der zu 2/7, nur in etwas
anderer Form geschrieben.

Nr. 18 handelt von 6, d. h. von dem Ergiinzungsterm der Zerlegung 2/9 = 1/18 4 1/6 und als
zweites Element findet sich 2/3-1/6 = 1/9, d. h. gerade die entscheidende Relation, natiirlich in
dgyptischer Art als Verifikation der Behauptung geschrieben. Welchen Sinn die Ausdehnung der
Rechnung auf 3 hat, zeigen die Hilfszahlen, die dann in der Ausgangsrechnung die ganzzahlige
Folge 1, 2, 3 durchlaufen; doch will ich hierauf erst in § 4 zuriickkommen, um hier nicht allgemeine
Erorterungen einschalten zu miissen. Einstweilen diicfen wir also die dritte Zeile einfach bei-
seite lassen.

Nun ergibt sich auch die Bedeutung der iibrigen Rechnungen ganz nach dem Muster der
Tabelle zu 2/7. Die Verifikation der Rechnung und ihrer Hilfszahlen beniitzt die Relation 3 — 246,
wobei wieder die Rechnungen als Ganzes entsprechend transformiert werden, was die Hilfszahlen
deatlich erkemnen lassen. Zunichst Nr. 16 als ,1¢ daraus abgeleitet Nr. 8 fiir 1/2; dann Nr. 19
fiir 1/6 (die Summen dienen ja geradezu als Nummerierung) und durch Zusammenfassung Nr. 17 fiir
2/3, woraus nun wieder alles dyadisch abgeleitet werden kann: 2/3, 1/3, 1/6 und sogar noch 1/12, das
hier wohl nur diesem Schema seine Existenz verdankt. Uberall ist die 3-Zeile die entscheidende,
und sie gerade enthiilt die Zerlegung 6+ 18 als solche. Sobald man sich etwas iibt, in einem
solchen Schema zu lesen, bemerkt man iiberall die schinsten derartigen Beziehungen. Dafi gerade
sie der Agypter gesehen hat, ist mir kein Zweifel; so ist es auch wohl kein Zufall, daB in Nr. 8
die Summe der Hilfszahlen gebildet wird, was eben die 9 ergibt, um die es sich hier iiberhaupt
handelt. Man konnte diese ganze Art des Rechnens fast der Freude an Wortspielen in Parallele

1) Z. B. bei 2/21, 2/27, 2/33 usw.
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setzen, die aus der iibrigen #gyptischen Literatur wohlbekannt ist; heute wiirde man allerdings
solche Rechnungen etwas prosaischer als bloBe Identitiiten bezeichnen.

Damit verlasse ich die ,erste Gruppe der skm-Rechnungen“. Es folgt ihr jene zweite Gruppe,
die ich schon erwidhnt habe, weil sie den Grund ihrer Benennung noch unmittelbar erkennen liBt;
sie gehirt aber nicht mehr zum Gebiet der 2/n-Tabelle. Dagegen wird man vielleicht annehmen
diirfen, daf ,Erginzungstabellen®, wie wir sie hier fiir 2/7 und 2/9 festgestellt haben, auch noch fiir
die iibrigen Zerlegungsschemata (vgl. Tafel IT) bestanden haben. Sie sind nun fiir uns, wenigstens
prinzipiell, leicht rekonstruierbar.

§4. Das Rechnen mit Briichen.

Bevor ich mich dem restlichen Teile der 2/n-Tabelle zuwende, will ich hier einige Be-
merkungen iiber das Rechnen mit Briichen und Hilfszahlen einschalten, wie es den ,Erginzungs-
rechnungen® zu Grunde liegt und dann sogleich fiir die Behandlung der Ausnahmezahlen von Be-
deutung werden wird. ‘

Ich erinnere zuniichst an die begriffliche Grundlage des Rechnens mit Briichen, wie ich es in
Kapitel I dargelegt habe: die Auffassung der urspriinglich vorhandenen natiirlichen Briiche als In-
dividuen, die Objekte des Zihlens werden. Die Anpassung an die Rechnung fithrt dann zu den al-
gorithmischen Briichen; die fortgesetzte Ausdehnung dieses Bereiches durch Bildung von Bruch-
teilen eines Bruches — oder kurz die ,multiplikative* Verkniipfung von Stammbriichen — ist ohne

weiteres ausfithrbar, da legt schon die Schrift das richtige Verfahren an die Hand. Aber lassen

11

sich nicht auch Summen von Briichen zu neuen Gruppen zusamenziehen, so wie aus

I ein nener Komplex N (10) wird?

I gl
Iundllund

Keine Schwierigkeiten bieten die Fiille, wo gleiche Stammbriiche nebeneinander stehen: entweder
sie sind zuriickfiihrbar auf einen Stammbruch in hoheren Einheiten (Teilbarkeit des Nenners) oder

gar auf 1 = % oder aber man hat die ,trivale* Darstellung %—I— e le mit der sich als solcher

nichts anfangen 1d8t. Aber es gibt Fille, wo sich auch eine Reihe einzelner verschiedener Briiche
zu einem neuen Individuum zusammenfassen lassen, z. B. dann, wenn sich der eine Bruch in das
nZahlensystem (oder besser ,Zéhlsystem“) des andern (vgl. Kap. I §3, 8. 12) eingliedern li6it.
Dann bewegt man sich wieder vollig im Gebiete der n-tel und kann dann unter Umstinden wie
im trivialen Falle reduzieren. Dies festzustellen ist der Zweck der Hilfszahlen. Dabei ist also
naturgemif der kleinste Bruch mit 1 zu bezeichnen. Dann hat man einfach diese Hilfszahlen zu
addieren und nachzuseben ob eine Reduktion durchfithrbar ist, was unmittelbar durch dyadische
Multiplikation feststellbar ist. Ein Schema wie

1 I 4
2 14 2
4 28 1

lift sofort erkennen, daB die Gesamtzahl der Achtundzwanzigstel gleich 7 ist, und daf diese zu-
sammen gerade 1/4 ergeben, ist wieder aus der Rechnung ersichtlich, denn 1/28 ist danach 1/4 von einem
Siebentel der Einheit der ganzen Zahlen, so daB 7 solche gerade ein Viertel der Einheit bilden.
Ein soleher SchluB beruht im Grunde nur auf dem klaren Bewufitsein, daf » #-tel die Einheit wieder
voll machen!). Wie der Kern der iigyptischen ,Division® in ihrer multiplikativen (d. h. additiv

1) Ganz dhnliche Uberlegungen bilden die Grundlage des Verfahrens zur ,Auflosung linearer Gleichungen®, wie es
im Pap. Rhind aber auch in den Kahun-Papyri (Griffith [4]) vorkommt.
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ausfiihrbaren) Umkehrung liegt, so ruht auch die Bruchrechnung aunf der umgekehrt laufenden, da-
fiir aber ganzzahligen Reihe der Hilfszahlen.

Der Hilfszahlenalgorithmus ist in der beschriebenen Weise immer leicht durchfithrbar und in
bestem Anschluf an das Rechnen mit ganzen Zahlen, so lange nur die 1/2-Reihe in den Kenn-
ziffern zur Anwendung kommt. Aber bei dem Bruche 3, dem doch auch eine individuelle Bedeu-
tung in der Menge der natiirlichen Briiche zukommt, ist die Hilfszahlen-Methode ihres Fundamentes,
der Miglichkeit des Abzihlens, beraubt: 1 lift sich nicht mehr in 2/3-teln ausziihlen. Aber hier
kommt wieder der Ursprung dieses Bruchbegriffes zur Geltung, niimlich daB 3 ein durch Ver-
doppelung aus 3 abgeleiteter Bruch ist (vgl. § 1). Also erhilt 3 gegeniiber 3 die Hilfszahl 2; 1 aber
3. Es ist also alles wieder dadurch ausziihlbar geworden, daf 3 sozusagen in das Ziihlsystem von
3 ,eingebettet wurde. Das Schema 1 — 3 3 und die Hilfszahlen 1 -2 —> 3 entsprechen ein-
ander ebenso (gegeneinander laufend!), wie dyadisch Halbieren und Verdoppeln'). Es ist nur die
Durchfiihrung dieses Gedankens, die uns in der Dreizeiligkeit der 2/9-Erginzungstabelle im
vorigen Paragraphen begegnet ist.

Von dieser Grundlage aus werden nun kompliziertere Rechnungen abgeleitet: Rechnung, Hilfs-
zahlen und Resultat werden als Ganzes dem dyadischen Algorithmus unterworfen, wie wir es ja
deutlich im vorigen Paragraphen verfolgen konnten. Die Ausfiibrbarkeit der einfachen Ausgangs-
rechnung iibertriigt sich damit auf schwierigere Fille, blof durch Halbieren und Verdoppeln.

Durch diese Betrachtungen erledigt sich ganz von selbst die Frage, ob die Agypter Briiche
mit Hilfe eines ,gemeinsamen Nenners“ addiert hitten. Hs ist wohl jetzt klar, daf dayon keine
Rede sein kann, daB die Bedeutung der Hilfszablen keine multiplikative ist, sondern daf sie un-
mittelbar auf das Fundament aller dgyptischer Mathematik, das Zihlen, zuriickgehen®). Damit 15st
sich auch das Paradoxon, daB es einerseits dem Agypter nicht miglich gewesen sein soll, mit Zahlen
groBer als 2 direkt zu multiplizieren, er aber andrerseits Bruchadditionen ausfiihren konnte, die auch
uns noch recht unbequem werden und zwar mit ,gemeinsamen Nennern®, die ihrerseits Aggregate
von Briichen als Multiplikatoren beniitzen. So miifite man z. B. in Nr.15 annehmen, daf der

T ; 1 1 (A vy e | 1 1
Agypter berechnen konnte, daf sich 128 %" Bog verhilt wie & T1g T 39 % 397

gemischte Briiche verwenden zu diirfen! Wie viel einfacher es tatsichlich zugegangen ist, lehrt
ein Blick auf Tafel III. Wir sehen jetzt wie der Unterschied zwischen ,natiirlich® und ,algorith-
misch“ ganz wesentlich in die gesamte dgyptische Mathematik eingreift. '

und dieses, ohne

Das Rechnen mit den Hilfszahlen hat demnach urspriinglich nur dann Sinn, wenn ihre Reihe mit 1
beim kleinsten vorkommenden Bruche beginnt. Die Addition von Briichen wird insbesondere dann
durchfiihrbar, wenn die Summe der Hilfszahlen dem Nenner dieses kleinsten Bruches gleich wird,
d. h. wenn es sich um » n-tel handelt®). So sehen wir auch z. B. in Nr. 21 (und 22) vorgegangen,
wo 1543 zu 1 zu ergiinzen ist. Man geht aus von den Hilfszahlen 1+ 10, so daf noch 4 Fiinf-
zehntel zu ergiinzen sind; dies wird dann an den gefundenen Zahlen nachgewiesen.

Von diesen einfachsten Anfingen aus lift sich leicht das Operieren mit Hilfszahlen ausge-
stalten. Den Ausgangspunkt bilden immer die Rechnungen mit ganzen Hilfszahlen; durch das
Verfahren des Ubertragens ganzer Rechnungen gelangt man zu neuen Briichen, denen nun auch
gebrochene Hilfszahlen zugehoren kinnen. Andrerseits gibt die Methode der ,Einbettung®, wie wir

1) Dies liefert wohl auch den Grund fiir die merkwiirdige Gewohnheit, 3 durch den Umweg itber 3 zu berechnen.

2) Rein iuBerlich kann dies allerdings manchmal mit unserem Verfahren des kleinsten gemeinschaftlichen Nenners
iibereinstimmen. — In [1] habe ich diesen Sachverhalt noch nicht durchschaut.

3) Der Wert dieser Hilfszahlen ist ohne Weiteres durch Rickwirtsdurchlaufen der gewohnlichen Kennziffern-
Rechnung zu erhalten.
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es fiir 3 und 3 kennen gelernt haben, die Moglichkeit von gebrochenen Hilfszahlen wieder zu ganzen
zariickzukommen, wobei dann allerdings die 1 als Anfangsglied nicht mehr in der Rechnung selbst
vorzukommen braucht. Der Erfolg eines solchen verwickelten Algorithmus liBt natiirlich leicht den
eigentlichen Ausgangspunkt vergessen; der Gegensatz zwischen ,natiirlich“ und ,algorithmisch* ver-
tieft sich zu dem zwischen Idee und Methode, wie ihn uns die Geschichte der Mathematik immer
wieder vor Augen fiihrt.

Ich will hier darauf verzichten, diesen Prozef an einzelnen Beispielen zu verfolgen, da ich
hierauf in einer zweiten Arbeit eingehen werde, wihrend dies fiir die Grundlagen der Bruchrechnung
nicht von Bedeutung ist. Ich will nur bemerken, daf die Wahl der neuen Einheit, auf welche die
Hilfszahlen bezogen werden, meist ans der ersten (zur Kennziffer 1 gehirigen) Zeile erkennbar ist
und dort dem Prinzip folgt, zuniichst dem kleinsten Bruch die Hilfszahl 1 zuzuweisen oder doch

eine solche, dafl diese Zeile durchgehends ganze Hilfszahlen erhiilt. Das Bestimmen der weiteren

Hilfszahlen ist dann ein Leichtes; ist z. B. ‘% 415 das Ausgangsschema, so erhilt 8 nach dyadischem

Verfahren
45

22 + 2

11+4

5+2+8
die Hilfszahl 5 + 2+ 8 (vgl. Nr. 23")). Alles dies ist nur eine Ausdehnung jener einfachsten Me-
thode, die ich oben als ,Einbettung“ bezeichnet habe. Mit einem Beziehen von 1/8 auf einen Nenner
1/45 hat dies aber nichts zu tun; fiir den Agypter ist es nicht mehr als eine geschickte Anwendung
seiner gewohnten dyadischen Methode.

ool wsl DO| =

§ 5. Die Ausnahmezahlen.

Wir wenden uns wieder der 2/n-Tabelle zu. In § 2 haben wir gesehen, wie eine Zerlegung
von Briichen der Form % in Stammbriiche dadarch moglich wird, daf die natiirlichen Briiche und

ihre einfachsten Kombinationen an die Stelle ganzzahliger Koeffizienten treten. Der entscheidende
Punkt fiir das Funktionieren dieser Methode lag dann in dem Verhalten des zugehirigen , Ergiinzungs-
terms“. In § 2 hatten wir diese Frage der Kiirze halber durch Teilbarkeitseigenschaften ent-
schieden — jetzt miissen wir zusehen, wie sie sich fiir den Agypter beantworten lieS.
Hier sind es nun gerade die Hilfszahlen, die uns den richtigen Weg weisen. Die zu 2/7 oder
2/9 gehérigen Erginzungsrechnungen zeigen ganz deutlich, wie man aus ihnen unmittelbar den
Stammbruchcharakter des Ergiinzangstermes ablesen kann, indem in den Ausgangsrechnungen Nr. 11
bezw. 18 die Hilfszahlensumme dem Nenner gleich wird. DaB man gerade diese Art des Erginzens
auch in viel komplizierteren Fillen anzuwenden wufite, zeigt z. B. die ,Erginzungsrechnung®?) aus
Nr. 37, wo gonuizotD ash - ddaial Aoif L1 sue da
244 +84724+16 432464 4576 Summe 8
8 36 18 9 1 72
gebildet ist. Es wird also nachgewiesen, daB die Summe der fiinf letzten Briiche gerade 2+ 4+ 8
zu 1 ergiinzt d. h. gleich 8 ist. Dies ergibt sich aber leicht aus den Hilfszahlen, denn ihre Summe
ist 72 und da 8 zu 72 gehiort, so ghirt zu 72 der Bruch 8, einfach auf Grund des Gegeneinander-
laufens von Kennziffern und Hilfszahlen.

1) Nr. 23 ist iibrigens offensichtlich keine urspriingliche Rechnung, sondern hiingt mit Nr. 21 und 22 zusammen.
2) Sie ist dort ausdriicklich so genannt. Vgl. Peet [1], 8. 74, Anm. 2.
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LiBt sich eine bestimmte 2/n-Zerlegung einmal durchfithren, so folgen hieraus nach dem
Ubertragungsprinzip sofort eine Reihe weiterer Zerlegungen fiir die Vielfachen dieses Nenners, wo-
bei anch die Hilfszahlen mitgenommen werden, so daf auch dann die richtigen Hilfszahlensummen
im Ergiénzungsterm erscheinen. Wir werden also annehmen konnen, daf die Zerlegung von 2/n sehr
bald als ein auf die Hilfszahlen des Erginzungstermes beziigliches Problem erkannt wird.

Rekonstruiert man sich demgemifl die Hilfszahlen fiir die Ergidnzungsterme der 2/n - Tabelle,
so bestiitigt sich sofort, da man auns ihnen den Stammbruchcharakter dieser Ausdriicke erkennen
kann. Dabei ist aber von Bedeutung, daf dies nicht nur fiir die schon behandelten Zahlen gilt,
sondern vor Allem auch fiir die ,Aunsnahmezahlen“?).

Ich beginne mit 2/43. Im Ergiinzungsterm wird mit 1 + 42 operiert, wozu eine Hilfszahlen-
summe 42 + 1 = 43 gehirt, so daf als Erginzangsterm 43 (1 + 42) offenbar ein Stammbruch (néim-
lich 42) erscheint. Es ist also jetzt der Ergéinzungsterm der Ausgangspunkt der Rechnung und
das Problem besteht in der Auffindung eines zugehorigen Hauptgliedes. Wir lassen aber zuniichst
diese Frage beiseite und bestimmen die Hilfszahlen fiir die iibrigen Ausnahmezahlen, nach dem
Prinzip, daB Hilfszahlen in urspriinglichen Rechnungen immer ganzzahlig sein miissen. Wie wird
2/61 zu zerlegen sein? Dyadisch wird 61 durch 40 4 20 + 1 ausgedriickt. Soll also die Hilfszahlen-
summe im Erginzungsterm genau 61 sein — dann erhdlt man némlich einen Stammbruch — so ent-
spricht den Hilfszahlen 40 + 20 + 1 ein Ergédnzungsterm mit 1 + 2 440, wie es in der Tat in der
2/n-Tabelle geschieht. Der Wert des Ergiinzungsterms selbst ist dann natiirlich 40.

Hieran schliefen sich die beiden nichsten Ausnahmezahlen 67 und 71 mit den unmittelbar
verstindlichen Erginzungstermen

67 1424849

40 20 5 2 Somme 67
71 1+2+4+40

40 20 10 1 Summe 71.

Auch die niichsten vier Ausnahmezahlen d. h. 73, 79, 83, 89 sind nach einem hier anschliefenden
Schema behandelt, nur daf jetzt von 60 statt von 40 ausgegangen ist; in Tafel IV, 2 sind diese
Zerlegungen zusammengestellt. Die Hilfszahlensumme der Ergiinzungsterme liBt sofort den Aufbaun
dieses Bestandteiles der Zerlegung erkennen.

Wie steht es aber nun mit den zugehirigen Hauptgliedern? Entsprechen z. B. bei 2/61 dem Brache

40 die Hilfszahl 1 und wird 61 durch 40 4 20 + 1 zusammengesetzt, so lautet nach dem Grund-

gedanken des Hiltszahlenrechnens der Ergiinzungsterm einfach 40, da 61 Vierzigstel vorhanden sind.
Da nun einmal im Gebiet der Vierzigstel gerechnet wird, so mufl der Koeffizient des Hauptgliedes
so bestimmt werden, daf er mit dem Ergiinzungsterm zusammen 2.40 = 80 Vierzigstel ergibt; d. h.
es miissen im Hauptglied noch 80 — 61 = 19 von ihnen aufgebracht werden, oder m. a. W. die Hilfs-
zahlensumme soll 19 werden. Das iigyptische Schema fiir eine solche Aufgabe ist aber leicht rekon-
struierbar: wir miissen nur versuchen mit moglichst einfachen dyadischen Rechnungen zu Rande zu
kommen. So bildet man zunéichst

1 40
2 20
o 10
s 8 5

wo es mit ganzen Hilfszahlen ein Ende hat. Die beiden letzten Glieder liefern schon 15, also fehlen
noch 4, die sich selbstverstédndlich aus

1) Sie sind auf Tafel IV, 1 nochmals zusammengestellt.

ot
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1 40
~ 10 4
ergeben. Also ist 4+ 8+ 10 als Hauptglicd brauchbar; und so steht es auch tatsiichlich in der
2/n-Tabelle.

Tch habe diese Uberlegungen absichtlich in der schwerfilligen dgyptischen Ausdrucksweise
durchgefiihrt, weil sich ganz analoge Schlufireihen in der sogenannten ,Hau-Rechnung® (‘°)
finden, die von Peet ausfiihrlich in seinem Kommentar zu den Nummern 24 bis 38 des Papyrus
Rhind behandelt ist'). In moderner Sprechweise heilit unser Problem einfach so: ist b der ,gemein-
same Nenner“ des Ergiinzungsterms, so soll auf Grund der Relation

3_ i1: (2b—n+n)

n n b b

ﬂb‘_‘"; lurch Stammbriiche ausgedriickt werden. Wie diese Aufgabe gelst wird, haben wir eben

fiir » = 61, b = 40 gesehen. Fiir » = 67 gilt es, von } = 40 ausgehend, 2 b — n — 80 — 67 = 13
zusammenzusetzen, was unmittelbar dadarch geschehen kann, daf man die letzte Hilfsrechnung noch
um eine Zeile erweitert?)

1 40
10 4
5 8

und 8+ 5 zosammennimmt. Schlieflich verlangt n = 71 ein Hauptglied mit der Hilfszahlensumme
5 8
80 —71 — 9 d. h. den Ausdruck 8+ 10.
5 4

(anz entsprechend erhiilt man die Hauptglieder fir » = 73, 79, 83, 89 mit Hilfe der auf
b = 60 beziiglichen Nebenrechnungen

1 60 1 60 1 60

2 30 10 6 3 40

4 15 B 12 s 1 2

6 10
die folgendermafien zusammenzufassen sind

" 2b—mn Zusammensetzung Hauptglied
78 |120—73 — 47 | 47 — 15412420 |4+ 5+3
79 1120-79 = 41 |41 =15+ 6+20|4+4+10+3
83 112083 = 37 |37 = 15+12+10 |4+ 5+6

89 [120-89 = 31 |31 =15+ 6+10|4+10+6

Tafel 1V lehrt, daf das Resultat dieser hypothetischen Rechnungen mit den Tatsachen iiber-
einstimmt. -

Ganz #hnlich sind noch » = 31 und n = 47 und 53 zu bebandeln. Der Erginzungsterm fiir
n = 81 lautet 14 24 20; also ist 2b—n = 9, was mit Hilfe von

1) Peet [1], S. 601f.
2) Diese Reihenfolge zur Bildung von 5 folgt z. B. aus Pap. Rhind Nr. 1 bis 6. Ich werde speziell hierauf in einer
folgenden Arbeit im Einzelnen eingehen.
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1 20 1 20
2 10 10 2
s 4 5 ] 4

sofort auf das Hauptglied 4 +5 fiibrt. Entsprechend gilt:
5 4

n | Ergiinzungsterm | 2b—n

£ 2598
30 15 2 13

3 | 1+3+10

30 20 3 &
Die Hauptglieder bestimmen sich aus
1 30 1 30
10 3 3 10
6 5
bzw. aus
1 30 1 30
2 15 15 2

zu 10 + 3 bzw. 6 + 15.
3 10 2
Und schlieflich noch #» = 43, wovon wir ausgegangen waren. Hier ist 26 —n = 2.42-43
= 41. Also haben wir 41 in Zweiundvierzigsteln auszudriicken, was auf die Hilfsrechnungen fiihrt

1 42 il 42 ] 42
] 21 /3 14 ,7 6
6 7

d. h. das Hauptglied 243 +7 liefert.

Man wird von selbst zu diesen Hilfsrechnungen gefiihrt, wenn man zuniichst mit dem dya-
dischen Schema beginnt und dieses so weit fortsetzt, bis gebrochene Hilfszahlen auftreten miifiten;
der noch zu erginzende Rest ergibt sich dann leicht hieraus. Awuch hier dient also das dyadische
Prinzip dazu, aus der Fiille der Moglichkeiten bestimmte Zerlegungen herauszugreifen. Nirgends
hatten wir explizite Addition von Briichen anzunehmen; allein das dyadische Rechenschema ist
imstande alle Zerlegungen zu liefern und so automatisch zu Ausdriicken zu gelangen, deren direkte
Uberpriifung die Kriifte der digyptischen Mathematik weit iibersteigen wiirde.

Von den 15 Ausnahmezahlen sind jetzt 11 erledigt. TFiir sie alle war der Gedanke maf-
gebend, den Erginzungsterm der Zahl » anzupassen und danach das zugehorige Hauptglied zu
bestimmen.

Zu den noch iibrig bleidenden vier Ausnahmezahlen gehoren zwei (35, 91), die sich bereits
dem Zerlegungsverfahren aus §2 hiitfen fiigen miissen. Sie sind also jetzt wirkliche Ausnahmen
geblieben. Hierzu kommt noch 2/97, das sich nach der letzten Methode mit einem Erginzungsterm
143+ 6+15+20 und einem Hauptglied 3 + 20 zerlegen liefe, und 2/b9 etwa mit 1 +34+104+5
und 30. Woher die tatsiichlich vorgenommenen Zerlegungen dieser vier Zahlen stammen, kann ich
nicht sagen. 35 und 91 zeigen schon dadurch ein ganz irregulires Verhalten, daB sie die beiden

einzigen Zahlen sind, die im Hauptglied 3 enthalten, was ja im allgemeinen unsinnig ist, und nur
B*
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in diesen speziellen Fillen miglich ist!). Auch die Ergénzung von Hilfszahlen, selbst wenn ihre
Summe gleich # ist, hilft nicht weiter.

Wir haben nun simtliche Zerlegungen der 2/sn-Tabelle behandelt und konnten sie bis auf
vier Ausnahmen in einfache Schemata einordnen. Bevor ich in § 7 nochmals auf die Entstehung
der gesamten 2/n-Tabelle zuriickkomme, -will ich im folgenden Paragraphen noch eine weitere
Gruppe von Rechnungen des Papyrus Rhind besprechen, welche fiir die Grundlagen der Bruch-
rechnung von gewisser Bedeutung sind.

§ 6. Die 2/3-Tabelle.

Die Rechnungen Papyrus Rhind No. 61 und 61b sind bisher nur wenig beachtet worden?).
No. 61 gebe ich anf Tafel VI nochmals wieder, No. 61b?®) enthidlt in Worten die Regel zur Zer-
legung von 3 in 246, No. 61 dagegen verschiedene Rechnungen mit 3.

Rein duberlich zerfiillt diese ,2/3-Tabelle“ in drei Teile, in denen der Text verschieden gestaltet
ist, was ich auch in Ubersetzung und Anordnung in Tafel VI zum Ausdruck zu bringen versucht
habe?). Wir werden sogleich sehen, daf diese Unterschiede auch inhaltlich erkennbar sind.

Die Grundlage bildet die Regel 3 = 2+ 6, welche ja mit dem Zerlegungsschema der 2/n-
Tabelle iibereinstimmt (vgl. § 2). Sie wird nicht ndher begriindet und bildet wohl eine der iltesten
Regeln der Bruchrechnung iiberhaupt. Unmittelbar ergibt sich nach dieser Vorschrift die Zer-
legung fiir 2/3 von 1/3 als 6418 (Zeile 3) und hieraus nach dem dyadischen Verfahren einerseits
Zeile 1: 2/3 von 2/3 ist 349, andrerseits Zeile 4: 2/3 von 6 ist 12486. Hier zeigt sich wieder
%% = % bediirfte garnicht
einer Stammbruchzerlegung 124-36%), Dazu kommt noch 1/3 von 2/3 wohl nur aus alter Gewohn-
heit der Reihenfolge 8 > 3. Es ist also bisher 3 mit 3, 3, 6 kombiniert, d.h. mit den natiirlichen
Briichen der 1/3-Reihe, denen man hochstens noch 12 hinzutiigen michte, was auch zum weiteren

der rein schematische Charakter des dgyptischen Rechnens, denn

Verlauf der Tabelle durchaus passen wiirde. Wir haben also bisher die Tabelle )

Zeile 1 von 3 ist 3+ 9

Zeile 2 und 3 von 3 ist 6418

Zeile 4 3 von 6 ist 12 4 36.
Die Fortsetzung bildet Zeile b bis 8. Hier wird nun die 1/3-Reihe mit der 1/2-Reihe kombiniert,
d. h. eigentlich nur mit 2 selbst; alles Weitere ist dyadisch unmittelbar erhiltlich.

3
5

2
1) (%-{-%)% = Bdﬁ — é und (%—[— %)% = g(% = ﬁ — % Die Zerlegung von 2/35 ist
an und fiir sich einfach genug und ganz verstindlich. Aber schon der alte Schreiber hat sich vielleicht nicht ganz sicher
gefithlt und Hilfszahlen hinzugefiigt, die einzigen, die explizite in diesem Teile her 2/n-Tabelle vorkommen (vgl. Peet [1], S. 41).
2) Eisenlohr [1], 8.150; Griffith [1], Bd. 16, 8. 230f. Ausfithrlicher Peet [1], S. 103 f,, der vor allem auf
die duberen UngleichmifBigkeiten der Tabelle hingewiesen hat.
3) Bei Eisenlohr im Text nicht besonders gezihlt, in Tafel XIX mit a bezeichnet.
4) Agyptisch heiBt es: Zeile 1: 3 n 3 m 3 + 9.
Zeile 5: 3 n 2-f m 3.
Zeile 9: 9 3 -f m 18 [+ b4).
5) Hieraus folgt, daf auch %% nicht als % der 2/n-Tabelle entnommen ist, sondern fiir sich berechnet ist. —

Man vgl. dagegen No. 18 (Tafel IIT, 2), woraus man neuerdings ersieht, dafl es sich dort um keine abgeleitete Rech-

nung handelt.
6) Von genauer Wiedergabe der sprachlichen Eigentumlichkeiten sehe ich jetzt ab.
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Zeile b 3 von 2 ist 3
Zeile 6 3 von 2 ist 6
Zeile 7 6 von 2 ist 12

Zeile 8 12 von 2 ist 24.

Es ist bemerkenswert, daf hier die Reihe bis 12 fortgesetzt wird in Ubereinstimmung mit dem
Ende der 1/3-Reihe in der 2/n-Tabelle.

Zeile 9 bis 19. Nun wird schlieflich die 1/3-Reihe mit den iibrigen natiirlichen Briichen
beiseite gelassen. So ergibt sich, ausgehend von der 2/3-Regel, die folgende Tabelle, in der die
Erginzungen zerstorter Zeilen, im wesentlichen in Ubereinstimmung mit Peet, durch [ | ange-

geben sind:
ist 104 30]

Zeile 12 [8 von B
Sl [3 von b ist 20+ 60]
e 3 von 7 ist 144 42
w9 3 von 9 ist 184 B4
210 [3 von 9 ist 36+ 108]
W 18 3 von 11 ist 224 66.

SchlieBlich kommt noch die Verbindung dieser Briiche mit 2
Zeile 14 [2 von b ist 10]

g 4 von [B] ist 20]
B 2 yon 7 ist 14
s | [2 von 9 ist 18]
o I 2 vyon 11 ist 22.

Seitlich hinzugefiigt sind dann noch in Zeile 18 bzw. 19 die direkten Resultate von 3.11 und 4.11
d. h. 33 baw. 44!).

Diese ganze dritte Gruppe von Rechnungen zeigt also wesentlich denselben Typus wie die
beiden vorangehenden, nur lifit man sich im allgemeinen damit genug sein, blof die ersten Zeilen
fiir 1/3- und 1/2-Reihe anzugeben, aus denen sich ja alles Weitere von selbst ergibt. No. 61 ent-
hiilt also drei Tabellen: 1) Kombination der 1/3-Reihe mit sich selbst, 2) mit der 1/2-Reihe, 3) der
1/3 und 1/2-Reihe mit den iibrigen natiirlichen Briichen.

Diese Art der Gruppierung dufiert sich auch, wie schon bemerkt, im sprachlichen Ausdruck
und zwar genau in Ubereinstimmung mit der gegebenen Anordnung auf Grund des mathematischen
Inhaltes. Demnach scheint mir eine Unterscheidung zwischen einer ,korrekten“ und einer ,weniger
korrekten“ Sprechweise *), wie sie Peet macht, ganz iiberfliissig, zumal sie sich auch nicht ander-
weitig begriinden ldBt.

Wie sich diese Tabellen in ihrer jetzigen Form zusammengefunden haben, kann man natiirlich
nicht mehr sagen. Ich hielte es aber fiir moglich, daB sie tatsiichlich auf verschiedene Quellen
zuriickgehen. Der Schreiber mag sich dann bemiiht haben, sie #uferlich in Ubereinstimmung zu
bringen, gab aber das Radieren®) nach der zweiten Tabelle auf und merkte die Verbesserung nur
mehr ganz generell in der ersten Zeile der dritten an.

1) Peet will noch ergiinzen: in Zeile 16: 8-7 = 21 und in Zeile 17: 4-7 = 28.

2) ,1/9 von 2/3 ist ... soll deshalb weniger korrekt sein, als ,1/9, 2/3 von ihm ist ...* weil der Agypter nicht
direkt durch 9 dividieren konnte. Aber jedes Kind weifl lingst, was 1/4 von einem Apfel ist, bevor es durch 4 ,divi-
dieren“ kann.

3) Vgl Peet [1], Plate R. Note a.
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Im Prinzip, d.h. aus mathematischen Griinden, wiire eine Tabelle, die Briiche mit Briichen
kombiniert, iiberfliissig, da dyadische Multiplikation und 2/n-Tabelle bereits ansreichend wiren. Der
Ursprung dieser ,2/3-Tabellen“ liegt also wohl in der gegenstiindlichen Bedeutung der Briiche; fiir
den Agypter ist 3 eine durchaus einheitliche Bruchgrifie, der man ihren Zihler 2 nicht so anmerkt,

wie bel unserer viel formaleren Schreibweise %% — % Es ist wieder der individuell-selbstéin-

dige Charakter der natiirlichen Briiche, der uns hier begegnet.

§ 7. Zusammenfassung. Zur Entstehungsgeschichte der 2/n-Tabelle.

Die Bedeutung der 2/3-Tabelle liegt in ihrer Beziehung zu dem Ausgangspunkt unserer
Untersuchung der Bruchrechnung, zu dem Unterschied zwischen natiirlichen und algorithmischen
Briichen. Wiihrend die 2/n-Tabelle das Gebiet der ganzen Zahlen mit dem der Briiche verbindet,
schlieft die 2/3-Tabelle den Kreis des Rechnens im Gebiet der Briiche selbst. Die ganze dgyptische
Mathematik ruht auf zwei Pfeilern: den natiirlichen Zahlen und den natiirlichen Briichen.
Sie werden verbunden durch den dyadischen Algorithmus, der sein Fundament im Zihlen findet.

Schon in § 1 habe ich darauf hingewiesen, dafl das Gebiet der natiirlichen Briiche vielleicht
in 2, 3, 3 einen iltesten Kern aufweist. Entsprechend kinnte die Zerlegung von 3 in 246 den
Ausgangspunkt aller 2/n-Zerlegungen gebildet haben; tatsiichlich steht gerade diese auferhalb des
gewihnlichen Rahmens der 2/7-Tabelle (sowohl des Pap. Rhind, wie der der Kahun Papyri), wihrend
3 in den Tabellen selbst als vollwertiger Stammbruch angesehen wird und nur mehr in ganz
duberlicher Weise dem Schema der 2/n-Zerlegungen eingeordnet wird?).

Wird also der Fall n = 8 in der 2/n-Tabelle, wie sie uns jetzt vorliegt, nur schematisch
den iibrigen Fillen angepaBt, so gehort doch die Zerlegung 3 = 2 46 = (1 +2) 3 +2-3 jener
wichtigen Gruppe von Zerlegungen an, die 2 als Hauptglied verwenden, und die, wie wir wissen,
in allen jenen Fillen anwendbar sind, in denen n durch 3 teilbar ist. Untersucht man die Be-
handlung dieser Fiille im Pap. Rhind genauer, so zeigt sich, daB sich doch noch Unterschiede zeigen,
die zwar nicht mathematisch begriindet sind, dafiir aber um so tiefer mit der historischen Ent-
wicklung der ganzen 2/n-Tabelle verkniipft sind. Ich verzichte darauf diese Untersuchung schritt-
weise vorzufithren, sondern gebe vielmebr nur ihr Resultat wieder, wie ich es schliefilich nochmals
in Form einer Tabelle (Tafel V) zusammenfasse.

L. Zerlegungen mit dem Hauptglied 2.

Allgemeine Voraussetzung ist hier: » durch 3 teilbar.
a) 2/3. Schematische Anpassung an das Folgende (vgl. oben).
b) 2/9. Hier kommt zuerst die Idee von der Zerlegung in Hauptglied und Ergiinzungsterm

zur Durchfithrung. Die Nebenrechnung zum Beweise der Zerlegung E=€'+T§ launtet

9
1 9
3 6
3 3
/6 142 - 18 2

schlieft also mit Angabe der Resultatwerte 6 und 18.

e s
¢) 2/15. Der Beweis von %: 10+ 80 ist bereits zu

1) Vgl 8. 21 Anm. 3.
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1 15
~ 10 1+2 7 30 2
verkiirzt, schlieBt aber wieder mit 10 und 30.

Hiermit sind alle durch 3 teilbaren (ungeraden) Zahlen zwischen 1 und 15 umfaBt.

d) Volle Erfassung des Verfahrens. Es wird ausgedehnt bis n = 87, d. h. bis zur letzten
durch 3 teilbaren (ungeraden) Zahl unter 90. Fiir dieses Stadium bildet also 90 = 3-8-.10 den
natiirlichen Endpunkt, nicht etwa 100, das mit der Grundeigenschaft der Teilbarkeit durch 3 nichts
zu tun bat').

Die Nebenrechnungen haben die Gestalt (z. B. fiir n = 21)

1 21
/3 14 1+2 A8 a3
bezeichnen also nicht mehr die Resultatwerte?) (14 und 42), sondern stellen die mathematisch be-
deutsamen Grofen 142 und 2 voran, wobei vor allem auch die Reziprozitit von 3 und 1+ 2 aus-
gedriickt wird.

Allen bisherigen Rechnungen ist die absolute Wortlosigkeit gemeinsam. Die Worte #j§ 2
but ... und ssm.t (die Peet mit ,Divide by ....“ und ,Working out* wiedergibt) sind nichts weiter
als Kolumnentitel in der speziellen Anordnung des Papyrus Rhind (vgl. Eisenlohr [1], Tafel I bis VILI).

e) Ausdehnung der Tabelle von ,90 bis 100¢ (d. h. 91 bis 101), woduarch fiir unsere Zerlegung
noch 93 und 99 hinzukommen (vgl. Vb.).

a8 72711 18

Es sind dies die noch nicht behandelten Zahlen zwischen 1 und 15. Die Nebenrechnungen
sind vom Typus Ib, d. h. sie schliefien mit den Resultatziffern selbst und fithren die ganze Rech-
nung explizite durch (7 und 11 sogar noch mit Angabe der gewthnlichen Multiplikationen). Weiter
fehlt jeder Text.

Fassen wir dies mit La, b und ¢ znsammen, so ergibt sich eine (wie man wohl sagen darf)
iilteste Reihe von Zerlegongen:

1) 2/3
2) 2[5, 2/7, 2/9, 2/11, 2/13
3) 2/15.

Ein Blick auf Tafel I lehrt: Es sind dies genau die Fille, wo man entweder mit einem ein-
fachen Hautglied 2, 4, (8) und 3, 6 auskommt oder Elemente der 1/2-Reihe allein zu zweien zu-
sammennimmt (4+8). Wir haben also fiic dieses Stadium 2, 4, 8 und (3), 3, 6 als natiirliche
Briiche anzusehen und stehen noch ganz im Banne der einfachsten dyadischen Entwicklung, die
nicht gerne 1/2- und 2/3-Reihe durcheinanderwirft. Die wichtigste Rolle spielt naturgemidB das
Hauptglied 2. Zuniichst wird 2/15 in die Tabelle einbezogen; dann aber erfolgt die Ausdehnung
dieser Methode auf alle damit fiberhaupt faBbaren Zahlen bis 90 (I d).

Es ist vielleicht nicht ohne Interesse zu bemerken, dafi die erste Gruppe von $km-Rechnungen
(Nr. 7 bis Nr. 20), deren Zusammenhang mit der Zerlegang von 2/7 und 2/9 oben (vgl. § 3) dargelegt
wurde, auch in ihre #ufleren Form nicht die Zugehorigkeit zur 2/n-Tabelle verleugnet. Abgesehen

1) Ich spreche natiirlich nur der Kiirze halber immer von ,Teilbarkeit’. Wie sich dies fir den Agypter #uBert,
habe ich oben behandelt.
2) Ich unterscheide nicht zwischen Nebenrechnungen dieser Art und solchen vom Typus
1 27
18 statt 18.

<l

Vgl. Anm. 1 von S. 21
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von der einen Uberschrift #p n km.t (,Example of completion®) enthalten diese Aufgaben keinerlei
Text, sondern nur das Zeichen der Buchrolle fiir dmd ,zusammen®, und unterscheiden sich dadurch
sehr merkbar von den nachfolgenden Beispielen. Trotzdem wird man aber hieraus nicht ohne
weiteres schliefien diirfen, daf diese skm-Tabellen genau derselben Entwicklungsphase angehiren wie
die bisher behandelten Zerlegungen. In der Tat wird man nicht in den Fehler verfallen diirfen,
einfach aus der Zahl der Worte das Alter einer Rechnungsmethode bestimmen zu wollen. Nuor
das scheint mir gerechtfertigt, daf man diese $lm-Rechnungen bereits auf Grund ihrer iuferen Ge-
stalt in eine Epoche verweist, die im Wesentlichen mit der Entstehungszeit der 2/n-Tabelle zu-
sammenfillt und wohl viel frither anzusetzen ist, als die Redaktion der iibrigen Textaunfgaben des
Papyrus.

II1. .t und dmd.

Eine neue Gruppe von Rechnungen unterscheidet sich in doppelter Hinsicht von den bis-
herigen: einerseits wird die 2/3-Reihe der natiirlichen Briiche um den Bruch 12 erweitert, anderer-
seits wird nun mit der Anwendung zweifacher Hauptglieder Ernst gemacht. Dadurch erhiilt man
einmal die Zerlegung von 2/23, dann (nach Tafel II, II) die von 2/17, 2/19, 2/37, 2/41 und (abgesehen
von der zu 84 12 gehirigen Ausnahmezahl 43) nur diese. Die Zusammengehirigkeit dieser Zer-
legungen ist nun wieder duferlich erkennbar. Genan bei 17, 19, 23, 37 und 41 tritt in den Rech-
nangen ein Terminus @ ¢ d. h. ,Rest“ anf und bei 19, 23, 41 auch noch das Zeichen der Buchrolle
fiie dmd (,zusammen®, Peet: ,Total“), das man also fiiglich auch noch bei 17 und 37 wird ergiinzen
diirfen. Sowohl d:f wie Buchrolle treten nur bei den genannten Rechnungen auf, mit der einzigen
Ausnahme # = 53. Wihrend aber alle iibrigen ,d:.+~Rechnungen“ darin iibereinstimmen, daB ihre
Nebenrechnungen ausfiihrlich alle Zwischenglieder der Rechnung fiir 1, 3, 3, 6 bis zu 12 bezw. 24
vorfiihren, so enthiilt 2/33 nur die Zahlen ,1¢ und die Endzeile ,30% (vgl. Peet [1], S.43) und das
Wort d3.t an unrichtiger Stelle, oder mindestens in anderem Gebrauche als bei den vorangehenden
Rechnungen, da es nach deren Muster sofort nach der Zeile ,30“ stehen miifte und zwar als ,d:.¢
6415%, nicht erst spiiter nur als ,d:.f 15“. Hier hat also wohl ein Schreiber erst nachtriiglich
seine Kunst erweisen wollen, und war, wie meist in solchen Fiillen, dabei nicht ganz gliieklich in
der Nachahmung seiner Vorginger. Wenn wir also 53 weglassen, so ist unsere ,d:.t-Tabelle“ ge-
nau mit einer mathematisch wohldefinierten Klasse von Rechnungen identisch.

IV. gmj.

Nunmehr tritt eine neue mathematische Idee auf den Plan: die konsequente Behandlung der
»Ausnahmezahlen®, gestiitzt auf die Untersuchung des Erginzungstermes und der zugehdrigen
Hilfszahlen (vgl. § 5). In dem Intervall von #n = 43 bis » = 89 (darauf wollen wir uns hier be-
schréinken) sind, abgesehen von den durch 3 teilbaren Zahlen (vgl. Id) fast nur noch Ausnahme-
zahlen enthalten. Die wenigen noch durch Teilbarbeit zu behandelnden Zahlen werden mit deren
Hilfe erledigt, fiir die Ausnahmezahlen miissen die in § 5 geschilderten Uberlegungen zar Geltung
kommen. Diese Rechnungen sind sémtlich dadurch kenntlich, daf sie fast alle Nebenrechnung
unterdriicken, statt dessen aber das Wort gmj (,finden“) enthalten, das hier etwa so viel bedeuten
wird wie unser ,man findet“. Es tritt also gmj in allen Zerlegungen auf, mit genauer Auslassung
der durch 3 teilbaren n. Es ist vielleicht kein Zufall, daf der erste Bruch (2/43) dieser ,gmj-
Tabelle“ gerade derjenige ist, dessen Zerlegung sich in schlagendster Weise auf die Hilfszahlen
des Ergiinzungstermes (42 + 1) stiitzt (vgl. S. 33); man kinnte glauben, dafi die neue Methode
gerade an diesem Beispiel erfunden wurde, um dann sofort aunf alle restlichen Ausnahmefille er-
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streckt zu werden!). Ein so kluger Rechner durfte sich dann auch erlauben; ein kurzes guj ,wie
man leicht findet an Stelle der langweiligen Nebenrechnungen zu setzen.

V. Vervollstidndigung der Tabelle.

a) Zwischen n = 15 und der gmj-Tabelle klafft noch eine kleine Liicke, die von der ds.t-
Tabelle nicht vollstindig ausgefiillt werden kann: von 25 bis 35, wobei nur 27 und 33 wegen ihrer
Teilbarkeit durch 3 (Id) wegzulassen sind. Es wird nun 2/25 richtig mit dem Hauptglied 3 (Teil-
barkeit durch 5) zerlegt, 2/31 nach dem Muster der gmj-Tabelle ganz geschickt mit den Hilfszahlen
20 + 10 +1. Ferner ist 29 entweder von dem dreifachen Hauptglied 246 +8 oder vom Ergiinzungs-
term mit den Hilfszahlen 24 +4+1 aus behandelt. Ganz zufillig ist aber die Zerlegung von 2/35,
was sich ja auch schon (vgl. 8. 35 und 36 Anm. 1) rein duBerlich im Papyrus zeigt. — Das Wort
gmj findet sich hier nirgends, trotz der Kiirze der Rechnungen.

b) Erginzung von 91 bis 101. Hier steht nun iiberall gmj?), auch bei den durch 3 teil-
baren Zahlen 93 und 99. Aber der Schreiber war sehr viel ungeschickter als sein Vorginger.
Zwar 2/93 und 2/99 hat er gerade noch richtig zerlegt, wenn er auch mit den Merkstrichen und
dgl. nicht ganz genau verfuhr. Aber bei 95 entging ihm, daf er bereits mit 3 im Hauptglied statt
mit 4+ 6 hdtte auskommen konnen und 91 und 97 sind ganz willkiirlich behandelte Ausnahme-
zahlen, obwohl z. B. 2/91 sehr bequem nach dem Vorbild von 89 zu zerlegen gewesen wiire. Schliefi-
lich ist 2/101 fast ganz ,trivial“ zerlegt, nimlich durch 101 4 (202 + 303 + 606) ).

Mit diesen beiden Ergiinzungen hat die 2/n-Tabelle die Gestalt erreicht, wie sie uns heute
im Papyrus Rhind vorliegt. Es ist vielleicht nicht zu gewagt, in den drei Worten sun pw » d. h. jes
ist eine Abschrift von“, die Peet noch aus den New-Yorker Fragmenten erwihnt (Peet [1], S. 49),
ein Zitat auf noch andere benutzte Quellen zu erblicken, neben der bereits in der Einleitung des
Papyrus genannten. Jedenfalls aber scheint mir kein Zweifel moglich, daf die im Vorangehenden
besprochenen Teile der 2/n-Tabelle verschiedenen zeitlich vielleicht recht weit auseinanderliegenden
Entwicklungsphasen angehiren?).

Es ist selbstverstéindlich nicht mglich, die Schritte dieser Entwicklung in jedem Einzel-
falle zu verfolgen; aber ihre grofie Linie ist wobl nicht mehr zu verkennen. Man darf auch hier
nicht in den Fehler verfallen, von dem Agypter zu viel bewuBte Systematik vorauszusetzen. Die
Grundlage der Berechnung bildet zweifellos ein gewisses Eyperimentieren, das zeigen schon die
kleinen Schwankungen um die Regel. Aber dieses Experimentieren erfolgt nach einem in seiner
Wurzel so einheitlichen und festen Schema, dafi es von selbst zu ganz bestimmten Resultaten
fihrt. Fiir den Agypter war die Stammbruchzerlegung praktisch eine eindeutige.

So rundet sich das Bild der #gyptischen Mathematik, das ich gleich zu Anfang durch das
Stichwort ,additiv¥ zu kennzeichnen versucht habe, zu einem grofien Ganzen. Das Zidhlen, der
Ausgangspunkt jedes Rechnens, entwickelt sich in Ubereinstimmung mit Sprache und Schrift zur
Ausbildung eines ersten Rechenverfahrens, zur wiederholten Addition, d.h. zur ,dyadischen

1) Man beachte die Kinheitlichkeit der Behandlung von 47, 53, von 61, 67, 71 und von 73, 79, 83, 89 (vgl
Tafel 1V, 2 bezw. Tafel V),

2) Bei 91 sogar zweimal. Bei 101 ist es vielleicht in den zerstorten Teilen zu ergiinzen.

3) Vgl. S. 23 bezw. 8. 23 Anm. 2,

4) Auch B, Gunn ist durch Betrachtung der duBeren Anordnung der Nebenrechnungen in der 2/n-Tabelle zu einer
Klassifizierung dieser Zerlegungen gekommen, die fast genau mit der soeben besprochenen ibereinstimmt (Gunn [2], 8. 123;
auch den Gebrauch von gmj hat Gunn mit herangezogen). Diese Ubereinstimmung erscheint mir um so erfreulicher, als
Gunn nicht durch die bei mir vorangehenden theoretischen Uberlegungen beinfluft ist.

6
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Multiplikation® der im téglichen Leben vorkommenden ganzen Zahlen. Aber neben diesen spielen
die einfachsten Bruchteile eine ebenso wichtige und fast noch individuellere Rolle. Obwohl diese
Briiche nicht so unmittelbar miteinander zu verkniipfen sind, wie die ganzen Zahlen, so hat man
sicherlich schon frith erkannt, daff etwa 1/3 durch ein halbes Drittel za 1/2 ergiéinzt werden kann
und dgl. mehr. Man lernt auch mit Bruchteilen zu ,rechnen“ — es ist das niichstliegende Problem,
zu versuchen dieses Rechnen nach dem Muster einzurichten, das bei den ganzen Zahlen ausgebildet
ist; die Schrift tut das Ihre, ein solches Verfahren an die Hand zu legen. — Wie die konsequente
Durchfiihrung dieses Gedankens unter allmihlicher Uberwindung mancher Schwierigkeiten zu der
uns iiberlieferten Bruchrechnung fithren mufite, habe ich im Vorangehenden zu zeigen versucht. Ich
glaube kaum, dafB dieses Bild der #gyptischen Mathematik noch wesentlicher Ergéinzungen bedarf,
dafl man genotigt ist, Multiplikationstabellen, besondere Rechengeriite (,Abacus®) und dergleichen
anzunehmen, ohne daB sie sich tatséichlich iiberliefert finden!): Die bisher entwickelten Hilfsmittel
der dgyptischen Mathematik sind ausreichend zur Bewiltigung der ihr gestellten Aufgaben. — Und
nur der beispiellosen Zihigkeit des Agypters, getreulich zu bewahren, was sie ,in den Schriften der
alten Zeit“ gefunden haben, verdanken wir es, dafl wir heute noch versuchen konnen, die Grund-
lagen ihrer Mathematik aufzudecken.

1) Z. B. Griffith [1], Bd. 16, 8. 172 (). Ich denke hier natiirlich immer nur an die klassische Zeit. Die Erzihlung
von den Rechenbrettern, die sich in den Biichern uber Geschichte der Mathematik eingebiirgert hat, stiitzt sich bloB auf
die beiden Worte loyifovrer Yijgpowse in der berithmten Stelle Herodot IT 36.
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Reuther & Reichard, I 1908, II 1913.
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Humboldt [1] = Av.H.,, Uber die bei verschiedenen Volkern iiblichen Systeme von Zahlzeichen und iber
den Ursprung des Stellenwerthes in den indischen Zahlen, Crelle Bd. 4 (1829), 8. 205 ff.

Lepsius [1] = RL., Die Regeln in den hieroglyphischen Bruchbezeichnungen. AZ 3 (1865) S. 101 .
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(2 Bde,) 1919, 2. Aufl. 1922,



44 Anhang.

Scharff [1] Die Ausgrabung von Kerma. OLZ 29 (1926) Sp. 89 ff.
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1. Saechlich.

Abacus 42 Geometrische Reihe 14, 144)
Addition 6; A7
von Briichen 31 Hau-Rechnung 34
Additive Schreibweise 4 Hauptglied 21, 212)
Algorithmische Briiche 10, 19 Hilfseinheiten 24 1)
Algorithmisch iitberhaupt 22, 31f. Hilfszahlen 24 f., 27, passim Kap. 11 § 4
Arithmetische Progression 14
»Aunfweisung* 4 »Index* 6, 18, 19 3)
Ausnahmezahlen 23, passim Kap. 11 §5, § 7 Inverse Operationen 7 ft.
Benannte Zahlen 15 - Kardinalzahlworte b, 51)
Beweis, Probe und Formel 17, 28 1) Kategorie 5 3)
Kennziffern 7, 22, 24
denominator 814) Komplementbriiche 10 1), 11, 12, 24 4)
Division 8f, 16
Dual 72), 191) Lineare Gleichungen 301)
Einbettung 31 Mal siche Sp
Entstehungsgeschichte der 2[n-Tabelle Kap. IT §7 Monatstage 24
Erginzungsrechnung 28, 82, 89f, siche auch $km Multiplikation 7, 16
Ergiinzungstabellen zu 2/7 28, Tafel 111, 1 von Briichen 10 4}, 30
zu 2(9 29, Tafel 111, 2 Multiplikative Schreibweise 4, 5L
Ergiinzungsterm 21, 212), 28
nErweiterung des Zahlbereiches® 7, 10 Natiirliche Briiche 10, 18+, 871, K4
; Nenner siehe gemeinsamer Nenner
Gemeinsamer Nenner 31
Gemischte Briiche 1114 Ordinalzahlen B1), 12
Geometrie 15, 1% 1)
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Perspektive 16
Plural 5, 193)
Primzahlen 23 4)

Probe 8, siche auch Beweis

Quadrat, Quadratwurzel 9

Anhang.

Tabellen 141, 20, 41
Triviale Zerlegung 13, 201f, 23, 41

Verdoppeln 7

Vorwissenschaftliche Mathematik iy

Zahlworte, Konstruktion )
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I 1L IV, V

Rechenbretter siche Abacus Zahlzeichen 8t
Regel 17 3) Zerlegung in Stammbriiche 13
Ziffernsystem 3
Stammbruch 10, 11
Subtraktion 6f.
2. Agyptiseche Worte,

% 153), 84 sp 5, 73),8
w3k 8 smm pw n 41

wih tp m 81, ssm.i 39
m 5 3) Skm 7, 28, Kap.1I § 3
njs 814) gmj 40 f.

njs ... hnt 39 gs 1!
r 19; 19 3 twnw 14, 151)
r Sp siehe Sp tpm...spw  86)
by 6 dmd 40
hmn it 11 .t 40

3. Besondere Briiche.
Geordnet nach wachsenden Nennern und wachsenden Zihlern.

e i 17 37

als Hauptglied 38 f. 1/8 37
1/2-Reihe 181, 87, Kap. IT § 2 1/10 19, 37
1/3 19, Kap. 11 § 2, siehe auch bei 2/3 1/11 a7
1/3-Reihe 18 £, 37 1/12 23, 86£, 40
2/3  101), 103s), 11, 18£, 191), 213), 81 28/24  244)
218 =3 20 2/85  361)
2/3-Tabelle Kap. I § 6, Tafel VI, 38 2/101 23, 232)
14 193
3/4 . 101). 17 in=n 20
1/6 19, 84 9), 37 2 /n-Tabelle 20, passim Kap. 11 § 2, § 5, § 7, Tafel
16 19
5/6 101)




Tafel I

Die 2|n-Tabelle.")

1) Nach Peet [1], 8. 37. Dieselben Werte, allerdings nur bis » = 21 nochmals in den Kahun-Papyri, Griffith [4],

Pl VIII, Zeile 1 bis 11.

2) Die Zerlegung 3 =24 6 habe ich nur der Vollstindigkeit halber eingesetzt. Im Papyrus Rhind befindet sich
an dieser Stelle nur 3 angegeben (vgl. Peet [1], P1. A; ebenso Kahun-Papyri, Griffith [4], Pl VIII, Zeile 1).

Zerlegung von 2

n 2/n
Hauptglied Erginzungsterm

3 2+ 69 2 ) e B
5 3+ 16 3 1+ 3
7 44 28 4 1+ 2+ 4
9 6+ 18 2 1+ 2
11 6+ 66 6 1+ 3+ 6
13 8+ 52+ 104 4+ 8 14 24 &
15 10+ 30 2 142
17 12+ b1+ 68 3+ 4 i+ o8
19 12+ 76+114 4+ 6 318
21 14+ 42 2 2
23 12 + 276 12 1k 84 &
25 15+ 7 3 1+ 3
27 18+ b4 2 14 2
29 24+ BS+ 174 + 232 2+ 6+ & 1+ 6-+24
31 20 + 124 + 155 4+ B 14 24+ 830
33 22+ 66 2 14+ 2
35 30+ 42 3+ 6 136
37 24 + 111 + 296 3+ 8 i 387
39 26+ 78 2 148
4 24 + 246 + 328 6+ 8 1+ 3+24
43 42 + 86+ 129 + 301 CIERE R 1442
45 304+ 90 2 (S
47 30 4 141 + 470 3+ 10 ¥ 24 16
49 28 + 196 4 s 94 1




Zerlegung von 2

n 2/
Hauptglied Ergénzangsterm
51 34 + 102 2 148
53 30 + 318 + 795 6+ 15 1+3+10
b5 30 + 330 6 t+34 8
57 38 +114 2 118
59 36 + 236 + 531 4+ 9 1+24+72+ 1B
61 40 + 244 + 488 + 610 4+ 8+10 1+2+40
63 42 + 126 2 142
65 39 +195 3 1+3
67 40 + 335 + 736 5+ 8 142+ 8490
69 46 + 133 2 143
71 40 + 568 + 710 8 +10 142+ 3449
73 60 + 219 + 292 + 365 8+ 44 B 1+6+20
75 50 + 160 2 142
77 44 4 308 4 142+ 4
79 60 + 237 + 316 + 790 3+ 4+ 10 1+4+15
81 b4 + 162 2 142
83 60 + 332 + 415 + 498 4+ 5+ 6 1+3+20
85 51 + 256 3
87 B8 + 174 2 142
89 60 + 356 + 534 + 890 4+ 6+10 1483+10+20
91 70 + 130 3430 1+5+ 10
93 62 + 186 2 o
95 60 + 380 + 570 4+ 6 342 1
97 56 + 679 + 776 T+ 8 1+2+ 8414 +28
99 66 + 198 2 145
101 101 + 202 + 303 + 606 e L 1




Tafel IIL

Zerlegungsschemata.

I. Einfaches Hauptglied.

El:?;_l.l Hauptglied n Ausnahmen Teggs:zlllieit
1) ] 9, 15, 21, 27, 33, 39, 45, 51, 3
b7, 63, 69, 75, 81, 87, 93, 99
2) 4 7, 49, 77 35, 91 ?
3) 8 = Fall 1) 15
4) 3 5, 25, 65, 85 (55)1) (95)% 5
5) 6 11, B5 11
6) 12 23 23
II. Zweifaches Hauptglied.

];?rl.l Hauptglied n Ausnahmen Tei(ik;zzllfeit
1) 2+ 4 = Fall I, 4) 5
2) 4+ 8 13 13
3) 2+ 8 — Fall I, 5) 11
)| 3+ 2 17 17
5)] 6+ 8 41 4
6) 3+ 8 37 37
D] 3+ 8 = Fall 1,2) 7
811 4+ 8 19, 95 19
9) 8 +12 43 43

10) | 2+ 6=3

1) | 24+12=3

19) | 2+12 = Fall 4) 17
13)| 3+.6=2

14)| 6+12=4

1) | 3+12 = Fall 8) 19

1

Vgl. Fall 5).

2) Vgl. Fall 11, 8).




Tafel III.

Erganzungstabellen. ')

1/7 1/14 1/28
Nr. 11 Nr. 12 Nr. 14
1. Zua 2/7.
R 132 2 1 28
Z a2 2 28 [1] 2 B 2
4 28 [1] 4 b6 [2] 4 112 4
47 27 1 8 16
Nr. 9 Nr. 7, 7b, 10 [Nr. 11b) Nr. 13 Nr. 15
2 + 14 A R SR (1B T L hR 1 16 + 112 | 1 32 4+ 22
[14 2] 7 1 3+2 2 1+2+4 4 2+4+8 8
i + 28 8 6 % 16 4+ 12 2 3 4+ 224 | 2 64 + 448
(7 1] 3+2 2 1+2+4 4 2+4+8 8 4+8+16 16
8 + b6 - 16 + 113 i 38 4 2R 4 64 + 448 | 2 128 + 896
[34+2 = 2] 1+2+4 4 2+4+8 8 4+8+16 16 8+16+32 32
1 2 4] 8 16
Nr. 16 Nr. 8
1,73 o Lo -4 A4D
2. Zua 2/9. Wi 00 19} S 2
a8 I Far b Lty
TR g 17 142
1 2 0
Nr. 17 Nr. 18 Nr. 19 Nr. 20
B i R R 1B 142 1 24 244
3 6+18 [4] 3 9 [2] R | 3 3. 2
I 508 M X a2 3.7 a4
3 3 6 12

1) [] bezeichnet Erginzungen.




Tafel IV.

Die Ausnahmezahlen.

1. Uebersicht.

31
35
43
47
53

59 79
61 83
67 89
(i 91
73 97

2. Zerlegungen und Hilfszahlen. ')

1) Nur auf die Zerlegung von 2 beziiglich. Vgl. auch Tafel I.

Hauptglied Ergiinzungsterm

0 b
Koeffizient Summe Koeffizient Summe
Hilfszahlen 2n—b Hilfszahlen n

s 4+ 5 14 8420

ot 5 9 20 10 1 S B s
3+ 1+ 6

i

8 9 6 1

) g4 82§ 1+ 42

a5 21 14 6 41 42 1 43 42
3+10 1+ 2418

i 10 3 13 30 15 2 a1 |
6+ 15 1+ 3410

R

i 5 2 7 30 20 3 gy o0
44 B 14 2213478

5 o 4 13 36 18 3 2 s9. | 3@




Hauptglied Ergéinzungsterm

n b
Koeffizient Summe Koeffizient Summe
Hilfszahlen 2n—>b Hilfszahlen n
44 84+10 1+ 2440

64 0 5 4 19 | 40 20 1 61 | *©
B+8 1+ 84 B+20

b4 8 5 13 | 40 20 5 2 61 | ¥
84 10 1+ 24 4440

“ 5 4 9 40 20 10 1 i | 40
84+ 44 B 1+ 6+20

L 20 15 12 a1 | 60 10 3 73 | 90
84 4410 14 4405

L 20 15 6 41 60 15 4 79 60

; L4 B+ 6 14+ 3420

= 15 12 10 37 | 60 20 3 g | ¥

a9 44+ 6410 14+ 83+10+20 80
15 10 6 31 60 20 6 3 80

o 3+30 14+ 410

- 20 1 10 2 1

- T4 B 14 94 B4 14+98 56
8 7 15 56 28 7 4 2 o7




Tafel V.

Zur Entstehungsgeschichte .der 2[n-Tabelle.

" t;;lrﬁr Hauptglied i Eﬁrgict}illgslt ol Terminologie Bemerkung
3 2
b 3
7 4
9 3
11 6
13 4+8
15 3
17 3+4 d:.t
19 446 .t dmd
21 3
923 12 .t dmd
25 b
27 3
29 2+6+8 | 24+ 4+ 1
31 20+10+ 1
33 3
35 Ausnahme
31 3+8 .t
39 3
41 6+ 8 d.t dmd
43 42 1+ 1 gmj
45 3
47 30+15+ 2 gmj
49 7 gmj
gy 3
53 30+20+ 3 (dzt  dmd) gmj
5] 11| gmj 11 statt 15
i 3
59 gmy Ausnahme?
61 40+20+ 1 gmj '
63 3
65 gmj
67 40+20+ 5+2 gmj
69 3
71 40+20+10+1 gmj
73 60+10+ 3 gmj
75 3
(i 7 ‘ gmj
79 60 +15+ 4 gmj
81 8 . :
83 60+20+ 3 gmj
8H b gmj
87 3
89 60+20+ 6+3 gnj
91 gmj Ausnahme
93 3 gmj
9b 19 gmj 19 statt b
97 gmj Ausnahme
99 3 gmj :
101 [gmj]? | triviale Zerlegung




Tafel VI

Die 2/3-Tabelle.’)

Zeile Zeile
1 3 von 3 ist B+ 9 b 3 von seinem 2 ist 3
2 8, By B 1B 6 < A R Sl
3 B, 8.y HONIE 7 g e A
4 g . /8. .. e 8 8 . Y ]
Zeile

9 9 3 von ihm ist 18 + 54 9 von 3 18 + 542)

10 B =5 e

11 R R

12 B B ot

13 B By

14 B 2. ..]

15 [6] 4 von ihm ist 20

16 7. 8 ist 14 + 42

17 7 2 von ihm 14

18 e 22 + 66 3 von ihm 33

19 11 2 von ihm 22 o) e o

o 1) [] bedeutet Ergiinzung zerstorter Stellen, im Wesentlichen nach Peet [1], 8. 103. Nur in Zeile 15 wire fiir
das [5] noch Platz im Papyrus (vgl. Eisenlohr [1], Tafel XIX). Bei. selbstverstindlichen Erginzungen habe ich keine
Klammern eingesetzt; man vergleiche deshalb Peet [1], PL R.

2) Steht eigentlich (als Korrektur) vor dem iibrigen Teil der Zeile.
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